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Дисертационният труд е обсъден и насочен за защита на научен семинар на Институт по 
Електроника „Акад. Е. Джаков”, състоял се на 22.04.2015 г .  
 
 
Дисертанта работи в Институт по Електроника „Акад. Е. Джаков”. Представените резултати са 
получени в лаборатория „Нелинейна и влакнеста оптика” на Институт по Електроника „Акад. 
Е. Джаков”.  
 

 

 

 

 

 

 

 

                                    Данни за дисертационния труд: 

 

Дисертацията се състои от: актуалност на темата, увод, 9 глави, заключение и списък 

на публикациите на автора. Основният текст е написан на 215 страници, от които 65 

фигури. Списъкът на цитираната литература е приложен към всяка глава.  

Дисертационния труд е базиран на 1 глава от книга, 22 статии в списания с импакт 

фактор, 7 статии в списания без импакт фактор и 37 статии отпечатани в пълен текст в 

сборници от конференции. 

 

 

 

 

 

Защитата на дисертацията ще се състои на 16. 09. 2015 г. от 14 часа в зала № 301 на 
Института по Електроника „Акад. Е. Джаков” на заседание на НЖ. 
Материалите по защитата на разположение на интересуващите се в канцеларията на 
Института по Електроника „Акад. Е. Джаков” и са публикувани на уебсайта на страницата 
за добиване на научни степени.  
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 Актуалност на темата 
Създадената през 1985г. технология на усилване чрез чирпиране на лазерни 

импулси създаде възможности за бърз прогрес и изграждане на фемтосекундни 
лазерни установки с висок интензитет на полето от порядъка на 21912 /1010 cmW− . От 
друга страна, продължителността на импулса от пикосекунди бързо бе редуцирана до 
5-6 фемтосекунди. Този прогрес позволи наблюдаване на нови нелинейни ефекти 
свързани с многофотонна йонизация, генерация на високи хармонични с 
приблизително еднакъв интензитет (което е извън рамките на стандартната 
пертурбативна нелинейна оптика), плазмена дефокусировка, тунелна йонизация и 
други. При разпространение на фемтосекундни импулси във въздух и газови среди 
бяха наблюдавани и други нелинейни ефекти, като филаментация, гига и терахерцова 
генерация, въртене на плоскостта на поляризация, сливане и обмен на енергия между 
филаменти. При първите експерименти, в началния момент на филаментацията, се 
наблюдава самофокусировка и в нелинейния фокус интензитетът на полето достига до 

21514 /1010 cmW− . Поради тази причина и първите теоретични модели [1, 2] свързват 
вълноводното разпространениие с баланс между самофокусировка и плазмената 
дефокусировка. Дори и сега във водещи списания ще видите статии със стандартния 
модел, в който към уравненията на параксиална нелинейна оптика са добавени 
членове, отчитащи тунелната и многофотонна йонизация, по-високи редове на 
нелинейност ( ...,, )7()5( χχ ), Раманов ефект. В общия случай задачата не е решима 
аналитично и процедурата е уравненията да се решават числено със свръх мощни 
компютри. Чрез вариация на параметрите на задачата целта е да се получи относително 
устойчиво вълноводно разпространение на филамента. И досега този подход не е 
показал солитоноподобно разпространение на разстояние по-голямо от няколко метра, 
докато по вертикално трасе реалният единичен филамент в експеримента достига до 
десетина километри. Съществуват дълбоки противоречия между плазмената 
интерпретация на филаментацията и реалните експерименти. Например, при 
експерименти с дългофокусни лещи, с цел избягване на нелинейния фокус, най напред 
в [3], а след това и в почти всички водещи лаборатории по филаментация е 
наблюдавана филаментация без йонизация. Друго основно противоречие на 
експеримента със стандартната теория е, че измереният интензитет в стабилния 
филамент извън нелинейния фокус е от порядъка на 212 /10 cmW , което е на два-три 
порядъка по-малко от интензитета, необходим за тунелна йонизация. Във всички 
експерименти по единична филаментация ефектът се наблюдава, когато мощността на 
лазерния импулс е малко над критичната за самофокусировка GW105 − . Критичната 

мощност за самофокусировка ( ) ( ),8/61.0 20
2

0 nnPcr λπ=  определя и интензитета на 
полето за лазерни импулси, което за импулси с диаметър на петното около 

mμ200100 −  е 21210 cmWI ≈ . 
Така възниква и основния въпрос, разглеждан в настоящата дисертация: Кое отличава 
фемтосекундния диапазон от останалите (нано- и пикосекундни), че е възможно 
наблюдаване на посочените по-горе нови нелинейни ефекти, и то при стойности на 
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мощността малко над критичната за самофокусировка? Очевидно е, че задачата е в 
рамките на стандартната пертурбативна нелинейна оптика на свръх-къси импулси. 
Първият проблем, който се опитахме да решим (тъй като филаментът е спектрално 
широк фазово модулиран импулс) е дали спектрално-широките импулси могат да 
бъдат описани в рамките на параксиалната пространствено-времева оптика? 
Проведеният анализ в дисертацията, както и сравнението с реални експерименти на 
спектрално широки (аттосекундни) импулси показа, че това не е възможно. 
Необходима е непараксиална теория, която да отчита и изменението в кривината на 
профила на интензитета при линейното разпространение.  

Вторият проблем възниква при изследване на вида на нелинейния оператор от 
кубичен тип за фемтосекундни импулси. Оказа се, че в оператора за трета хармонична 
в импулсно представяне участва не основната честота, а честота, свързана с разликата 
между груповата и фазова скорости на импулса. Тази честота е гигахерцова за газове и 
терахерцова за твърди тела, и е пренебрежима за нано- и пикосекундни импулси, но 
трябва да се вземе под внимание във фемтосекундния диапазон.  

Третият проблем който решаваме тук е взаимодействието и устойчивото 
разпространение на филаментите в далечната зона. За тази цел скаларната 
непараксиална теория е обобщена до векторен модел, в който процесите на 
кросмодулация, изродени четирифотонни процеси и въртене на плоскостта на 
поляризация играят съществена роля.  

Друг прагов ефект, който може да бъде наблюдаван в следващите няколко 
години е свързан с нелинейната поляризация на вакуума, получена от виртуални 
електрон-позитронни двойки при разпространение на мощен лазерен импулс. 
Нелинейната електродинамика на вакуума, по моделите на Борн–Инфелд [4] и Ойлер–
Хайзенберг [5, 6], изисква свръх-силни електромагнитни полета с интензитет от 
порядъка на .10 226 cmWI ≈  В настоящата дисертация ще покажем, че двата модела са 
еквивалентни за три-компонентни векторни полета. Съвременните лазерни системи 
могат да генерират полета с интензитет от порядъка на 22210 cmWI ≈  и по тази 
причина ефекти, свързани с нелинейна поляризация във вакуум все още не са 
наблюдавани. Едно теоретично изследване обаче, какви ефекти би могло да се 
наблюдават при достигане на праговата мощност за вакуум, е актуално и такъв анализ 
е направен в последната глава на дисертацията.  

Основен метод за изследване на динамиката на светлинни импулси е методът на 
амплитудната функция (метод на бавно-изменящите се амплитуди). При този метод от 
уравненията на Maxwell за среда с нестационарен линеен и нелинеен отклик са 
получени приближени уравнения, описващи динамиката на обвиващата (амплитудната 
функция) на оптичния импулс в случай на голям брой оптични колебания под 
обвиващата на импулса [7]. Методът е развит през 80-те години на ХХ век за описание 
на нестационарни оптични процеси в пикосекундния диапазон. По-късно в [8] авторите 
показаха, че методът на амплитудата е валиден дори за импулси с една, две осцилации 
под обвиващата. Основен недостатък на тяхната работа е, че без да е направен 
размерен анализ, те приеха в допълнение, че за импулси с един-два периода на оптични 
осцилации все още работи и параксиалната оптика. Съвременните числени и реални 
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експерименти с атосекундни импулси опровергаха последното приближение за 
параксиалност- наблюдава се Фраунховеров тип дифракция на атосекундни импулси. 
Това е причината за необходимостта от създаване като начало на линейна 
непараксиална теория, която адекватно да описва наблюдаваните експериментални 
резултати.  

В дисертацията са изследвани основно ефекти с мощност на импулсите близки 
до критичната за самофокусировка, където йонизацията на средата, както и по-
високите редове на нелинейност са незначителни. Обикновенно при такива мощности 
са наблюдавани и устойчивите филаменти. 

 
Структура на дисертацията 

Дисертацията се състои от девет глави и заключение. В първата глава, в първите 
два параграфа от втора, в първите три параграфа на трета глава, в параграфи §4.2 и §4.3 
на четвърта глава и частично в първия параграф на пета глава се съдържат текстове с 
обзорен характер, а в останалите основното съдържание е съставено от оригинални 
резултати. 

В Глава I са разгледани по-подробно квантово-механичните електрично-
диполни и магнито-диполни преходи в атоми и молекули и свързаната с тях 
нестационарна теория на оптичните и магнитни възприемчивости. При квантово-
механичния извод оптичните възприемчивости е приета схема, в която се прилага 
разлагане в ред по безразмерния параметър λ  не само на вероятностната функция на 
Шрьодингер, а също така и на операторите на линейна и нелинейна поляризация. 
Резултатът е получаването в Шрьодингерово представяне на по-директен извод на 
възприемчивостите, без необходимостта от въвеждане на отрицателни честоти, както е 
например в [9]. Накратко са изследвани магнитно-диполните моменти в атоми и 
видовете магнито-диполни преходи. Дефинирани са процесите с нестационарен отклик 
на средата за свръхкъси оптични импулси и са определени интегрални зависимости на 
линейната и нелинейни диелектрични възприемчивости от времето. 

В Глава II от уравненията на Maxwell за нелинейна, центросиметрична, 
дисперсна среда са изведени еволюционни уравнения на нестационарната нелинейна 
непараксиална оптика в скаларно приближение. Показано е, че аналитичните свойства 
на функциите на отклик на средата и на оптичните възприемчивости са от съществено 
значение за извода на амплитудните уравнения.. Изследвани са границите на 
приложимост на амплитудното приближение в линейната оптика чрез анализ на 
сходимостта на реда на Тейлор за линейната поляризация в зоната на прозрачност на 
въздух и кварцово стъкло. Нелинейното непараксиално амплитудното уравнение е 
записано в координатна система локално време (z=z; τ=t-z/v), в Галилеева координатна 
система (t=t; ξ=z-vt) и в нормиран вид. Направена е оценка на безразмерните 
параметри. Амплитудното уравнение на електричното поле е изведено и за среда с 
нестационарен оптичен и магнитен отклик. Изследвано е влиянието на дисперсията на 
магнитната възприемчивост върху груповата скорост и дисперсията на груповите 
скорости на импулсите. 

В Глава III са изследвани подробно спектралните и пространствени 
характеристики на  оптичните импулси. Дефинирана е абсолютна фаза и честота на 
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осцилация на носещата оптична вълна по отношение на максимума на оптичния 
импулс - Обвиваща-Основна Честота (ООЧ). Изследвана е зависимостта на ООЧ, както 
и на фазовата и групови скорости от дължината на вълната, температурата и 
налягането на въздуха. 

Глава IV е посветена основно на линейната параксиална пространствено-
времева динамика на лазерни импулси. На базата на спектрален анализ на 
амплитудното уравнение е показана областта на приложимост на параксиалната 
пространствено-времева оптика (само за спектрално-тесни импулси). По-подробно е 
изследвана динамиката на оптичен Гаусов импулс в рамките на параксиалната оптика 
и на пространствено-времевото скаларно уравнение. Получени са различни аналитични 
решения чрез използване на спектрален метод. Предложена е числена схема за 
решаване на по-широк клас задачи на пространствено-времевото параксиално 
уравнение, с включване на оптични елементи като фазови коректори (оптична леща и 
дифракционна решетка). 

В Глава V е изследвана нелинейна параксиална пространствено-времева 
динамика на лазерни импулси. Дефинирани са критични мощности за едномерен 
пространствен солитон и за пространствено-времеви импулс, които се отличават от 
добре известната критична мощност на оптичен сноп, определена от Marburger. С 
числено моделиране са намерени оптимални режими за самокомпресия и усилване в 
отрицателната област на дисперсия на кварцово стъкло. 

Глава VI в детайли e изследван линeйния режим на разпространение на свръх-
къси ато- и фемтосекундни лазерни импулси в газови среди. В тази глава са и част от 
основните нови резултати, постигнати от автора на дисертацията. Тук е решена 
аналитично и числено задачата за непараксиална дифракция на спектрално-широк 
лазерен импулс. Получени са класове решения, както на непараксиалното амплитудно 
уравнение, така и на линейното вълново уравнение. На базата на аналитичните 
резултати и численото моделиране е изведена и основната закономерност на 
дифракцията за свръх-късите лазерни импулси: с увеличаване на броя на циклите под 
обвиващата (стесняване на спектъра на импулса) непараксиалната полусферична 
(Фраунхоферов тип) дифракция се премества в далечната зона по отношение на 
източника.  

Глава VII е посветена на изследване разпространението на свръхкъси лазерни 
импулси в рамките на скаларната нелинейна, непараксиална оптика. Записани са 
операторите на нелинейна поляризация от трети ред за пико-, фемто- и атосекундни 
импулси в изотропни среди и условията за превръщане на трета хармонична в гига и 
терахерцови генерации на оптичния импулс. Получено е аналитично солитонно 
решение на нелинейното амплитудно уравнение с Лоренцов профил. Дискутирани са 
трудностите, с които се сблъсква скаларното приближение на нелинейната 
непараксиална теория. 

В глава VIII е изследвано векторното обобщение на непараксиалната нелинейна 
теория за свръх-къси лазерни импулси. Векторното обобщение позволява да се решат 
широк кръг задачи и да се опишат новите експериментални резултати получени 
наскоро, като нелинейно завъртане на плоскостта на поляризация, обмен на енергия 
между оптични импулси, привличане и сливане на паралелни филаменти. В 
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дисертацията е показано с числени експерименти, че изброените по-горе 
експериментални ефекти се дължат на изродени четирифотонни процеси и крос- 
модулация между импулсите. Добре известен факт е, че единичният филамент в 
далечната зона, при разпространение във въздух е с интензитет от порядъка на 

212 /10 cmWI ≈ , което съответства на мощност, малко над критичната за 
самофокусировка. Други основни характеристики, които запазва филамента са свръх-
широк спектър, кохерентна гигахерцова генерация и Лоренцов профил. Освен 
решаването на изброените по-горе задачи ние успяхме да намерим за векторния модел 
аналитично решение с Лоренцов профил, който свързва гигахерцовата генерация с 
въртенето на вектора на електричното поле в равнина, перпендикулярна на посоката на 
разпространение.  

Глава IX включва задачи, свързани с изследване на вихрови структури във 
векторни линейни и нелинейни системи диференциални уравнения, описващи 
разпространение на свръхкъси оптични импулси в различни среди и спектрални 
диапазони. Тук са получени частни вихрови решения за разпространение на оптичен 
импулс близо до Ленгмюровата честота на плазма и при разпространение на импулси 
близо до оптични резонанси (режим на силна дисперсия). Основен резултат е и 
решаване на задачата при разпространение на мощен лазерен импулс в нелинеен 
вакуум. Получени са решения във вид на шокова вълна. Векторните вълнови 
уравнения в нелинеен вакуум са решени с помощта на метода на разделяне на 
променливите в псевдо-сферична координатна система. 
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Съдържание на дисертацията 
Увод.  
Разгледани са основните тенденции в развитието на изследваните в дисертацията 
тематики и е направен обстоен обзор и анализ на предходни изследвания. Поставени са 
основните цели на изследванията в дисертационния труд.  
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Глава I. Електро-диполни и магнитно-диполни преходи в атоми и нестационарна 
теория на оптичните и магнитни възприемчивости 

Глава I има обзорен характер. Разгледани са по-подробно квантово-механичните 
електрично-диполни преходи в атоми и молекули и свързаната с тях нестационарна 
теория на оптичните и магнитни възприемчивости. При квантово-механичния извод 
оптичните възприемчивости е приета нова схема - разлагане в ред по безразмерния 
параметър λ  не само на вероятностната функция на Шрьодингер, а също така и на 
операторите на линейна и нелинейна поляризация. Резултатът е в получаването на по-
опростен и директен извод на възприемчивостите. Показано е как от нестационарната 
теория на електро-диполното приближение се получават дисперсионни ефекти от 
различен ред и възможността да се получат нелинейните оптични възприемчивости. 
Накратко са изследвани магнитно-диполните моменти в атоми и видовете магнито-
диполни преходи. Дефинирани са процесите с нестационарен отклик на средата за 
свръхкъси оптични импулси и са определени интегрални зависимости на линейната и 
нелинейни диелектрични възприемчивости от времето. 
 
Глава II. Уравнения на нестационарната нелинейна оптика за изотропни среди 
В Глава II от уравненията на Maxwell за нелинейна, центросиметрична, дисперсна 
среда са изведени еволюционни уравнения на нестационарната нелинейна 
непараксиална оптика в скаларно приближение. Показано е, че аналитичните свойства 
на функциите на отклик на средата и на оптичните възприемчивости са от съществено 
значение за извода амплитудните уравнения. Изследвани са границите на приложимост 
на амплитудното приближение в линейната оптика чрез анализ на сходимостта на реда 
на Тейлор за линейната поляризация в зоната на прозрачност на въздух и кварцово 
стъкло. В Параграф §2.2 е направен извод на нелинейното непараксиално амплитудно 
уравнение до втори порядък на линейната дисперсия в скаларно приближение. 
Уравнението е от вида 
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е  дисперсия на груповата скорост и  
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ωωωχπω =n ,                                                (2.4) 

е нелинеен коефициент на пречупване на основна честота 0ω .Нелинейното 
непараксиално амплитудното уравнение (2.1) е записано в Лабораторна координатна 
система. В дисертацията е направена трансформация на уравнението в локално време 
(z=z; τ=t-z/v) и в Галилеева координатна система (t=t; ξ=z-vt), като и в трите 
координатни системи то е нормирано и записано в безразмерна форма. Направена е 
оценка на безразмерните параметри. Амплитудното уравнение на електричното поле е 
изведено и за среда с нестационарен оптичен и магнитен отклик. Изследвано е 
влиянието на дисперсията на магнитната възприемчивост върху груповата скорост и 
дисперсията на груповите скорости на импулсите. В Параграф § 2.3 са изследвани 
граници на приложимост на амплитудното приближение в линейната оптика. Показано 
е, че реда на Тейлор на разлагането на линейната поляризация по степените на 
електричното поле е сходим дори за импулси с един-два периода на оптични колебания 
под обвиващата.  
 
Глава III Спектрални и пространствени характеристики на  оптични импулси.   
В параграфи § 3.1-§3.3 са въведени някои основни понятия, свързани с формата и 
спектралните свойства на оптичните импулси, генерирани от една лазерна система. 
Разликата между груповата и фазовата скорости определят и дефинираната от много 
автори абсолютна фаза и абсолютна честота на осцилация на основната вълна по 
отношение на максимума на обвиващата. За стандартна атмосфера тази разлика в 
оптичната и  инфрачервена област варира между от 500 до 2500 метра за секунда [m/s] 
(Фиг.1). 

1.0 1.2 1.4 1.6
lHmmL

500

1000

1500

vgrHlL- vph HlL

 
Фиг. 1 Графика на разликата между груповата и фазовата скорост 

)()()( λλλ grphcep vvv −=Δ  за стандартна атмосфера в зависимост основната 

дължината на  вълната на оптичен импулс изразена в [m/s]. 
 
В параграф § 3.3 е дефинирана  абсолютната фаза и честота между основната вълна и 
максимума на интензитета на оптичния импулс. 
Дефиниция: Честотата на оптичното поле по отношение на максимума в 
интензитета на оптичния импулс се нарича Обвиваща-Основна Честота  (ООЧ) 
или Carrier to Envelope Frequency (CEF) и е  пропорционална на разликата между 
фазовата и групова скорост на импулса  
                                                ( ) )(00 grphcef vvk −=λω .                                                      (3.1) 
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Фазата получена в резултат на  ООЧ   се нарича от някои автори абсолютна фаза а 
от други Обвиваща-Основна Фаза (ООФ) или Carrier to Envelope Phase (CEP). 
                                                 tvvkt grphcefcep )(0 −== ωϕ                                                 (3.2) 

На Фиг. 2 е представена графика на зависимостта на ООЧ (3.1) от дължината на 
вълната на лазерното лъчение за стандартна атмосфера.  

0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6
lHmmL

2μ 1010

4μ 1010

6μ 1010

8μ 1010

1μ 1011
wcef HlL

 
Фиг. 2. Зависимост на обвиващата–основна честота (ООЧ) 

( ) ( ) ( )[ ]
0

00 λλ
λλλω

=
−= grphcef vvk  от основната дължината 0λ  на вълната на лазерния 

импулс в обастта от 0.5µm до 1.6 µm за въздух. ООЧ може да варира от 10 GHz  до 
200 GHz в зависимост от атмосферното налягане, температурата, и влажността 
на въздуха.  
 
В параграф § 3.4 са изследвани вариациите на показателя на пречупване, груповата 
скорост и ООЧ в зависимост от налягането и температурата за въздух. Вариацията на 
налягането, в зависимост от надморската височина, температурата, важността и 
концентрацията на въглероден двуокис може значително да промени показателя на 
пречупване на атмосферата.  
Корекциите за температура и налягане са представени с формулата 

                                  
( )[ ]

)003661.01(43.96095
10972.01.601)1(1

10

t
tppnn stp +
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×−=−
−

,                                (3.3) 

където с ntp e означен показателя на пречупване с отчитане на зависимостта от 
температурата и налягането. 

 
 
Фиг 3. Изменение на ООЧ в зависимост от налягането и температурата  за два  
изследвани случая на изменение на показателя на пречупване на: А) ООЧ за Т=8 С0  на 
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и налягяне на морското ниво (101325 Pa) - GHzcef 32=ω . Б) ООЧ за Т=28 С0  и 

налягяне на 500 м надморска височина GHzcef 38=ω . 
Заключение към Глава III 
В глава III първите три параграфа имат обзорен характер, но този обзор е необходим 
като систематичен подход за получаване на новите резултати в § 3.4. В последния 
параграф § 3.4 са изследвани подробно вариациите на показателя на пречупване, 
фазовата, груповата скорост и ООЧ в зависимост от налягането и температурата за 
въздух. Резултатите в параграф § 3.4 са собствени и са важни по-отношение на 
влиянието на ООЧ при нелинейния режим на разпространение на лазерни импулси 
изследван по-подробно в Глава VII.  
 
Глава IV. Линейна параксиална пространствено-времева динамика на лазерни 
импулси 
Глава IV е посветена основно на линейната параксиална пространствено-времева 
динамика на лазерни импулси. На базата на спектрален анализ на амплитудното 
уравнение (2.1) в параграф §4.1 е показана областта на приложимост на параксиалната 
пространствено-времева оптика (само за спектрално-тесни импулси). В параграфи 
§4.2- §4.5 са представени аналитични решения за Гаусов импулс в рамките на 
параксиалната дисперсионна, дифракционна и дисперсионно-дифракционна оптика, с 
отчитане влиянието на различни оптични елементи, като оптични лещи и 
дифракционни решетки. В параграф §4.6 с метода на Фурие е решена аналитично 
задачата за дифракция и дисперсия на Гаусов импулс, начално модулиран с леща с 
фокусно разтояние f  в рамките на пространствено времевото параксиално уравнение 
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където с 2
0D  сме означили комплексното число 0

2
0

2
0 / kifdD += .  Решението на 

пространствено - времевото уравнение (4.2) за начален Гаусов импулс модулиран 
фазово с тънка оптична леща е : 
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"/2
0 kzdisp τ=  и 0

2
0 kdzdiff =  са дисперсионната и дифракционни дължини. 

В случая когато 0=f  решението (4.3) съвпада с решенията на уравнение (4.1) за 
начално немодулиран гаусов импулс. Важно е да се отбележи, че  за начално фазово 



13 
 

модулирано условие (4.2) началния диаметър на петното (апертурата) не е 0d  , а 0D  

при 0=z . 

                                  
2

0

2

2
00

00 11 ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=

diffz
fd

dk
fdD .                                       (4.4) 

С 0D  е означен диаметъра на апертурата на лазерния импулс, а 0d  е диаметъра на 

петното във фокуса. 
На Фиг 4 е представено изменението на диаметъра d  на петното за лазарен Гаусов 
импулс с начална апертура 043.000 == SrD  cm  и с диаметър на петното в шийката 

cmd 02.00 =  за леща с фокусно разтояние 60=f  cm , получено от  решението (4.3) на 
уравнение (4.1) 
 

 
 Фиг. 4 Изменение на диаметърът на петното d  на височина 1−e  от максимума за 
Гаусов импулс, получен от решението (4.3) на параксиалното пространствено-
времево уравнение (4.1)  с начална апертура cmSrD 043.000 == , диаметър във 

фокуса cmd 02.00 =  и леща с фокусно разтояние cmf 60= . Лазерния импулс е 
фокусиран на разтояние cmfz 60== . 
Заключение към Глава IV 
Обикновено в монографиите по оптика задачите за дисперсия и дифракция на оптичен 
сноп и оптичен импулс се разделят и решават по-отделно. Авторът на дисетацията в 
§8.4-8.7 на базата на метода на Фурие е решил задачата за дисперсия и дифракция 
съвместно, като е получил аналитични изрази за дисперсионно-дифракционното 
уширение на Гаусови импулси. Този подход позволява в параграф §8.7 да се търсят и 
по-висок клас решения на пространствено-времевото параксиално уравнение, вече с 
три индекса - два пространствени и един времеви. В зависимост от това, дали 
изследваме в декартова, или цилиндрична координатна система е възможен режим на 
Ермит-Гаусови Моди nmlU  и Лагер-Ермит-Гаусови Моди nmlV .  
 
Глава V. Нелинейна параксиална пространствено-времева динамика на лазерни 
импулси 
Класическата нелинейна оптика на оптични снопове и спектрално-тесни лазерни 
импулси е добре изучена и изследвана в теоретичен и експериментален план в 
многобройни монографии и статии. Физическият механизъм на самофокусировката на 
лазерен сноп се базира на ефекта «нелинейната леща», в зависимост от профила на 
интензитета на лазерния импулс. Например един едномодов, Гаусов по отношение на 
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напречното разпределение лазерен сноп, добавя нелинеен показател на пречупване, 
пропорционален на интензитета на импулса.  

                                               ( )2Ennnnn linnlinlin Δ+=+=                                                (5. 1), 

Тъй като в центъра на импулса интензитетът е най-голям, то показателят на 
пречупване в центъра е по-голям по отношение на показателя на пречупване по 
периферията. По този начин нелинейността действа като изпъкнала леща и фокусира 
импулса. Математичната теория на самофокусировката на оптичен сноп е на базата на 
нелинейното обобщение на уравнението на Леонтович, известно в литературата като 
двумерно Нелинейно Уравнение на Шрьодингер (НУШ) [1] 

                                     AAnk
y
A

x
A

z
Aik 2

2
2
02

2

2

2

02 +
∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂ .                                         (5.2) 

5.1.1 Едномерни пространствени солитони 
НУШ (5.2) описва разпространение на лазарен сноп в пространството. В случай, когато 
лазерното лъчение се разпространява в плоски, тънки вълноводи една от 
размерностите (например y ) попада в направление на тънката страна на пластинката и 
дифракция в това направление отсъства. Поради тази причина НУШ (5.2) се превръща 
в стандартното едномерно НУШ, но този път с пространствено разпределение на 
интензитета на импулса [2]. 

                                           AA
x
A

z
Ai 2

2

2

2
1 γ+
∂
∂

=
∂
∂                                                   (5.3) 

В случая на едномерна задача уравнение (5. 3) притежава солитонно решение при 1=γ  
                                                 ( )2/exp)(sec),( izxhtzA =                                         (5.4) 

Нелинейния коефициент γ  може да бъде дефиниран и в термини на отношение на 
мощността на импулса към критичната мощност за солитона на дадена среда, за 
фиксирана основна дължина на вълната. Да дефинираме критичната мощност за 
солитонното решение като  
                                                                  2

02/2 knPsol
cr = ,                                                (5.5) 

и началната мощност на лазерния импулс  

                                                                    2
0

2
0 dAP = .                                                  (5.6) 

По този начин безразмерният параметър е равен на отношението на началната 

мощност на импулса P  към критичната sol
crP , т.е. sol

crP
P

=γ . 

При мощност на импулса, равна на критичната мощност 1== sol
crP
Pγ  уравнение  (5.3) 

притежава солитонно решение от вида (5. 4). 
 
 5.1.2  Самофокусировка на оптичен сноп 
За двумерното НУШ (5.2). все още не е намерено точно аналитично солитонно 
решение, което да дефинира и критична мощност на импулса. Очевидно е, че за да се 
компенсира двумерната ),( yx дифракция, е необходима по-голяма критична мощност 
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за самофокусировка self
crP  по-отношение на едномерната задача със солитонен режим 

sol
crP . 

                                                             sol
cr

self
cr PP > .                                                    (5.7) 

За количествено определяне на критична мощност за самофокусировка self
crP  се 

дефинират дифракционен ъгъл на разходимост difθ  и нелинеен ъгъл на сходимост sfθ  

[3, 4]  
                                                     00 /61.0 ddif λθ = ,                                                      (5.8) 

                                                     Insf 22=θ .                                                           (5.9) 

Математичното условие за критичната мощност за самофокусироивка е, когато  
дифракционен ъгъл на разходимост difθ  стане равен на нелинейния ъгъл на сходимост 

sfθ , т. е.  

                                                     sfdif θθ = .                                                                (5.10) 

От  (5.8)-(5.10) получаваме 

                                               ( )
2

2
0

2
2
0 8

61.0
n

IdPsf
cr

λπ
==  .                                               (5.11)  

При численият експеримент обикновенно се нормира на критичната мощност за 
солитонен режим sol

crP , така че е важно да се сравнят критичните мощности за 

солитонен режим по отношение на self
crP . 

( ) ( ) ( ) sol
cr

sf
cr P

nkn
P

4
61.02

4
61.0

8
61.0 23

2
2
0

23

2

2
0

2 ππλπ
=== ,             

или 

                                                      ( ) sol
cr

sol
cr

sf
cr PPP 88.2

4
61.0 23

≅=
π                                    (5.12). 

На Фиг. 5 е представен този режим на частична начална самофокусировка за оптичен 
сноп с мощност sol

cr
self

cr PPP 76.50.2 == . Наблюдава се ефекта на начална 
самофокусировка и образуване на типичната широка основа. След достигане на 
минимален диаметър, дифракцията започва да доминира и амплитудата на импулса 
намалява.  

 
          z=0                       z=zdiff/4                   z=zdiff/2                z=3zdiff/4               z=zdiff 
Фиг. 5  Режим на частична начална самофокусировка за оптичен сноп с мощност 

sol
cr

self
cr PPP 76.50.2 == . В началния момент  се наблюдава самофокусировка, а след 
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достигане на някакво минимално сечение (напречен размер) дифракцията започва да 
доминира, оптичният сноп се разширява и влиза в линеен режим 
При по-високи стойности на мощността над критичната за самофокусировка 

self
crPP 103−>  процеса на самофокусиране става необратим и се наблюдава образуване 

на нелинеен фокус [3] с широка основа. В параграф §5.2 е изследвана пространствено-
времева самофокусировка на оптичен импулс и условията за максимална 
самокомпресия и спектрално уширение. Изследвана е параксиалната пространствено-
времева оптика с нелинейното амплитудно уравнение записано в vztzz /;' −== τ  
координатна система (примовете са пропуснати за яснота) 

                                    AAnkA
v

A
z
Aik 2

2
2
02

2

202 +
∂
∂

−Δ=
∂
∂

⊥ τ
β ,                              (5.13) 

където с 2
2

2
2

yx ∂
∂+

∂
∂=Δ⊥  е отбелязан напречния Лапласиан. Очевидно е, че поради 

появата на допълнителен линеен член в (5.13) по отношение на двумерното НУШ (5.3), 
за наблюдаване на ефект на самофокусиране, ще е необходима по-голяма начална 
мощност на импулса, а от там и по-голяма критична мощност за самофокусировка. 
Численият анализ направен в дисертацията води заключението, че в топен кварц най-
подходяща област за получаване на максимална компресия е отрицателната област на 
дисперсия на материала (Фиг. 6). 

 
Фиг. 6 Разпространение на начално немодулиран Гаусов импулс в среда с 

отрицателна дисперсия 0"<k ,, и 5.0−=
dis

diif
z

z , получено чрез числено решаване 

пространствено-времевото НУШ (5.13). Самофокусировката е за импулс с 
параметри, и начална мощност на импулса self

crP25.16.3 ==γ . Самофокусировката и 
самокомпресията е два-три пъти по-силна от тази за газови среди със слаба 
дисперсия [5]. 
Литература към Глава V 
[1] М. Б. Виноградов, О. В. Руденко, А. П. Сухоруков, Теория волн, Наука, 1979. 

 [2] A. Barthelemy, S Maneuf, and C.Froehly, “Propagation soliton et auto-confinement de faisceaux 
laser par non linearit optique de kerr”, Opt. Comm., 55, 201(1985).  
[3] J. H. Marburger, “Self-focusing: Theory”, Prog. Quant. Electron. 4, 45 (1975). 

[4] R. W. Boyd, Nonlinear Optics, Academic Press, New York, 2003. 
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[5]. V. Slavchev, L. Kovachev and L. M. Ivanov, „Optimization of the nonlinear regime of  
        self-compression at femtosecond laser pulses in silica and air”, Journal of Physics:  
        Conference Series 594, 012038 (2015). 
 
Глава VI. Линеен режим на разпространение на атто- и фемтосекундни  лазерни 
импулси в газови среди. Непараксиална дифракция.  
Както бе дискутирано в Параграф §4.1, фазата на един фемтосекунден импулс може да 
бъде модулирана с различни оптични устройства или нелинейни елементи. По този 
начин ширината на спектъра на фазово-модулирания импулс може в значителна степен 
да превишава ширината на спектъра на спектрално-ограничените импулси и да достига 
до стойности от порядъка на вълновото число на основното лазерно излъчване   

                                                         0/ kvk grz ≈Δ=Δ ω .                                            (6.1) 

От друга страна, за аттосекундните условието за широк спектър винаги е изпълнено. За 
газови среди, както бе показано в Параграф §4.1, поради слабата дисперсия, можем да 
ограничим изследванията както на спектрално-тесни, така и на спектрално широки 
импулси в рамките на амплитудното уравнение в приближение до втори порядък на 
дисперсията, записано в координати на локално време vztzz /; −== τ :  

                                            2
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Aik                             (6. 2) 

В ),/,,( zvkk yx ωΔ  пространсвото на Фурие фундаменталното решение на уравнение 

(6.2) е: 
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00exp)0,,,(ˆ),,,(ˆ ωβωωωω .  (6. 3) 

Решението на уравнение (6.2) в реалното пространство може да бъде получено след 
аналитично или числено решаване на обратното преобразование на Фурие на 
решението (6.3) в ),,,( zkk yx ωΔ  пространстото [1]: В този параграф ще изследваме 

числено еволюцията на спектрално широки импулси, за които е изпълнено условието 

0~/ kvkz ωΔ=Δ . Важно е да се отбележи, че колкото по-малка е дължината на вълната 
на лазерното лъчение, толкова по-лесно може да бъде изпълнено условието за широк 
спектър на импулса. В този случай не можем да развием в ред на Тейлор спектралното 
ядро на решението (6.3) на амплитудното уравнение (6.2). То е пропорционално на 
квадратен корен от сумата на квадратите на вълновите числа. Това е типично за вълнов 
тип дифракция -получените решения са подобни на решението на вълновото 
уравнение. На Фиг. 7 е представена странична ),( τx - проекция на еволюцията  на 

интензитета на 8 фемтосекунден лазерен импулс 2),( τxA  на  четири различни 

разстояния от източника, представени в дифракционни дължини, за дължина на 
вълната за  TiSa лазер λ=800 nm. Резултатите са получени чрез числено решаване на 
(6.3) на амплитудното уравнение (6.2) и за  начално условие от вида  
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Наблюдава се типичното за вълновата дифракция полусферична деформация в 
профила на страничната проекция на импулса. Такъв вид профил не може да бъде 
получен в рамките на параксиалното пространствено-времево приближение. 
Сравнявайки страничната проекция на еволюцията на импулса на Фиг. 7 с 
експериментално наблюдаваните (виж Фиг. 8) в реалното тримерно пространство 
кривини за дифракция на аттосекундни импулси, изледвани в [2, 3] виждаме, че 
посоката на кривината е обратна на експериментално наблюдаваната на (Фиг 8 в). 

 
Фиг. 7 Странична ),( τx - проекция на еволюцията  на интензитета 2),( τxA  на 8 

фемтосекунден лазерен импулс  на  четири различни разстояния от източника, 
представени в дифракционни дължини, за дължина на вълната за  TiSa лазер λ=800 
nm. Резултатите са получени чрез числено решаване на амплитудното уравнение  
(6.2) за начално условие от вида (6.4). Наблюдава се типичното за вълновата 
дифракция полусферична деформация в профила на страничната проекция на 
импулса. Такъв вид профил не може да бъде получен в рамките на параксиалната 
оптика.   
 
Експериментите с аттосекундни импулси показват не само значително отклонение от 
параксиалната дифракционна оптика, но и типичната полусферична форма на 
деформация, характерна за Фраунхоферов тип дифракция [2, 3]. На Фиг. 12 е показан 
експерименталния резултат от цитираните тук статии. Началният (първия импулс от 
ляво на дясно на Фиг. 9в) лазерен импулс има формата на оптичен диск и е 
суперпозиция от плоски вълни. На разстояние от няколко микрона до докосване на 
подложката (до четвъртия импулс в поредицата) профилът на интензитета се променя в 
полу-сферична форма. Това е типичен пример на Фраунхоферов тип дифракция, 
получена обаче не за монохроматична вълна в далечната зона, а за спектрално-широк 
импулс близо до източника. 
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Фиг. 8  Експериментално наблюдение на страничната проекция на последователност 
от аттосекундни импулси [2,3]. На разстояние от няколко микрона до докосване на 
подложката (до четвъртия импулс в поредицата на Фиг. 8в) профилът на 
интензитета се променя в полу-сферична форма. Това е експериментално 
потвърждение на вълнова (Фраунхоферова) дифракция за спектрално-широки лазерни 
импулси.  
 
В параграф §6.2 са получени фундаментални решения на линейните амплитудни 
уравнения в Лаб. и Галилеева координатни системи с отчитане на дисперсията от втори 
порядък. Нормираното непараксиално линейно амплитудно уравнение в Лабораторна 
координатна система е  
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и в Галилеева е (2.3.11) при 0=γ  
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където числото 1
22

01 ;1" βδββ =<<= kvk  е много малко за газови среди. 
Да запишем Фурие образите на амплитудните функции в лабораторна 

( )),,,(),,,(ˆ tzyxAFtkkkA zyxL =   и Галилеева ( ))',',,()',,,(ˆ tzyxAFtkkkA zyxG =  

координатни системи. Прилагайки тримерно пространствено Фурие преобразование 
към амплитудните уравнения (6.5) и (6.6), получаваме следните линейни обикновени  
диференциални уравнения във Фурие пространството zyx kkk ,,  :  

В лабораторна координатна система: 
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и в Галилеева координатна система:   
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Тук ще въведем квадрата на обобщен вълнов вектор ( )zzyx kkkkk α−δ++= 2ˆ 22222
. Ще 

търсим решенията на линейните уравнения (6.7) и (6.8) от вида: 
                                    )exp(),,,(ˆ),,,(ˆ tikkkAtkkkA LzyxLzyxL Ω−= ,                                (6.9) 

                                      )exp(),,,(ˆ),,,(ˆ tikkkAtkkkA GzyxGzyxG Ω−= .                           (6.10) 

Получаваме следните решения на амплитудните уравнения  (6.6) и (6.8)  в (k) 
пространството на вълновите вектори : 
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В параграф §6.3 са получени аналитични решения на линейните амплитудни уравнения 
за начално условие -Гаусов импулс. За въздух безразмерния дисперсионен параметър е 
много малък, 1101.2" 52

01 <<×≅= −kvkβ , и при разпространение на оптични импулси 
на разстояния от десетки и стотици дифракционни дължини, дисперсията не влияе на 
тяхната еволюция. 
В подточка 6.3.1 е получено аналитично решение на линейното амплитудно уравнение 
записано в Лаб. координати за начално условие Гаусов импулс при разпространение 
във въздух [4] ( 01 =β ). 
В Лабораторна координатна система непараксиалното амплитудно уравнение в линеен 
режим ( 0=γ ) приема вида 
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където при разпространение във въздух и газове за скоростта сме приели, че grvv =  и  

cv = за вакуум, с LA  сме означили амплитудната функция в Лабораторна координатна 
система. Ние решаваме (6.13) отново по метода на Фурие чрез прилагане на тримерна 
пространствена Фурие-трансформация на амплитудната функция LA . 
Фундаменталното решение на уравнение (6.13) в ( k ) пространството е: 

                 ( )( )tkkkkkivkkkAtkkkA zyxzyxLzyxL
2

0
22

0 )(exp)0,,,(ˆ),,,(ˆ −++±=          (6.14) 

Аналитичното решение за начално условие във вид на локализирана в пространството 
функция може да бъде намерено, след като бъде решена задачата за обратно Фурие 
преобразование от вида: 

           ( )( )( )tkkkkkivkkkAFtzyxA zyxzyxLL
2

0
22

0
1 )(exp)0,,,(ˆ),,,( −++±= −             (6.15) 

Ще решим задачата за начално условие - Гаусов светлинен куршум  
                          ( ) ( )( )2

0
222 2/exp0,,, rzyxtzyxAx ++−==                                         (6.16) 
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и динамика определена от линейното амплитудно уравнение (6.13). Фурие-образът на 
началния  импулс (6.16) е също с Гаусова форма във Фурие-пространството на 
вълновите числа. По този начин трябва да бъде решен следния тримерен Фуриеров-
интеграл: 
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                    ( )( ) ( )( ) ( )( ) zyxzyx dkdkdkzkiykixki −−−× expexpexp .                                 (6.17) 

Използвайки транслирания вълнов вектор 0
ˆ kkk zz −= , след кратки пресмятания 

интегралът (6.17) може да бъде записан като: 
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                  ( )( ) ( )( ) ( )( )( ) zyxzyx kddkdkkkirziykixki ˆˆexpexpexp 0
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0−−−−×                     (6.18) 

Тази операция трансформира преместване в k-пространството на разстояние 

0
ˆ kkk zz −=  в преместване в (x,y,z) пространството на разстояние ( )0

2
0,, kirzyx − . 3D- 

интегралът сега е функция само на радиалната компонента на вълновия вектор 
2222 ˆ
zyxr kkkk ++= . Така можем да приложим радиална обратна Фурие трансформация 

върху отместената сфера r̂  
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3D-радиалната обратна Фурие-трансформация е добре известна и интегралът (6.18) 
може да бъде представен по следния начин: 
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Интегралът от дясната страна на (6.20) е табличен и окончателно точното 3D 
аналитично решение на непараксиалното амплитудно уравнение (6.13) при начално 
условие (6.16) – Гаусов куршум е: 
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Важно е да се отбележи, че отместването в реалното пространство е точно равно на 
дифракционната дължина на един Гаусов сноп 0

2
0 krzdiff = . При t=0 решението съвпада 

с началното условие във формата на Гаусов импулс. 
 
 
 
 
§6.4 Метод на амплитудната обвиваща за намиране на аналитични решения на  
 вълновото уравнение [1, 4] 
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При изследване на амплитудните уравнения в предишните параграфи бе забелязана 
една  важна особеност: в среда с пренебрежима дисперсия амплитудното уравнение 
(6.13) се получава директно от вълновото уравнение. За опростен вариант на анзац на 
Риман –Хилберт от вида:  

                                    ( )[ ]tzkiAE L 00exp ω−= ,                                                   (6.22) 
от вълновото уравнение: 
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E ,                                                            (6.23) 

получаваме без никакви приближения непараксиалното амплитудно уравнение  (6.13):  
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За амплитудното уравнение (6.13) ние вече намерихме, както фундаменталното 
решение в (к) -пространството, също така и точното аналитично решение за начално 
условие от вида Гаусов импулс-(6.21). Всички решения на амплитудното уравнение 

),,,( tzyxAL  (6.13), умножени с експонентата ( )[ ]tzki 00exp ω− , отчитаща основното 

вълново число 0k  и основната честота на лазерното лъчение 0ω , ще са точни 
аналитични решения и на вълновото уравнение (6.23)  
                                    ( )[ ]vtziktzyxAtzyxE L −= 0exp),,,(),,,( .                             
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a)       b)            c) 

Фиг. 9 Времевата еволюция на електричното поле Е в случая на оптични импулси с 
тесен спектър ( )mrnmkkz μλ 25,800, 000 ==<<Δ  като аналитично решение на 
вълновото уравнение (6.23) Началната локализирана функция Фиг. 9а  се 
разпространява по направление на z, удовлетворявайки Френеловия закон на 
дифракция Фиг.9в. Оптичният куршум се движи в посока на променливата z и на 
няколко дифракционни дължини се трансформира в тънък оптичен диск Фиг.9с. 
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               а)       b)           c) 
Фиг. 10  Времевата еволюция на електричното поле Е в случая на оптични импулси с 
широк спектър ( )mrmkkz μμλ 25,20, 000 ==≈Δ  като аналитично решение  на 
вълновото уравнение (6.23). Началната локализирана функция Фиг. 10а  се 
разпространява по-посока на z в непараксиален режим и приема полусферична форма 
Фиг. 10в.  и Фиг.10с. 
 
В зависимост от произведението ,00rk  режимът на разпространение на оптичните 
импулси в рамките на вълновото уравнение (6.23) е същия като този, в рамките на 
амплитудното уравнение (6.13). За спектрално-тесни импулси ( 100 >>rk ) еволюцията 
на решението е типично Френелово (Фиг. 9)- дифракция в равнината, 
перпендикулярна на посоката на разпространение. В случая на спектрално-широки 
импулси ( 100 ≈rk ) дифракцията е непараксиална и полусферична (Фиг. 10). 
 
Заключение към Глава VI.  В тази глава са основните резултати на автора по 
разпространение в линеен режим на свръх-къси лазерни импулси. Получен е нов клас 
аналитични решения с крайна енергия на непараксиалното линейно амплитудно 
уравнение и на линейното вълновото уравнение чрез използване на анзаца на Курант-
Хилберт. По този начин, линейното вълново уравнение се редуцира до дифракционно 
уравнение за амплитудната функция от псевдо-параболичен тип, което позволява 
поставянето на коректна начална задача. Поради факта, че за решаването на тези 
уравнения не използваме приближения, в зависимост от характеристиките на импулса, 
решенията описват и двата вида поведение на импулсите характерни за приближенията 
в оптиката- Френелово и на Фраунхофер. Аналитичните и числени решения описват 
Френелов тип поведение, когато импулсите са спектрално-тесни и  Фраунхоферов тип 
(полусферична деформация), когато са спектрално широки. Аналитичните резултати, 
както и числените експерименти демонстрират следната основна закономерност: 
непараксиалната полусферична (Фраунхоферов тип) дифракция, с увеличаване на броя 
на циклите под амплитудата (със стесняване на спектъра на импулса), се премества 
в далечната зона по отношение на източника [1, 4].   
 
Литература към Глава VI 
[1] Kovachev L and Kovachev K “Linear and Nonlinear Femtosecond Optics  in Isotropic Media. 

Ionization-free Filamentation”,  Laser Systems for Applications (Rijeka: InTech) part 3, chapter 11. 

[2] N. Naumova, J. Nees, I. Sokolov, B. Hou and G. Mourou, “Relativistic Generation of Izolated 
Attosecond Pulses in 3λ  focal volume”, Phys. Rev. Lett. 92 (6), 063902 (2004). 
[3] N. Naumova, I. Sokolov, J. Nees, A. Maksimchuk, V. Yanovsky and G. A. Mourou, “Attosecond 

Electron Bunches”, Phys. Rev. Lett. 93 (19), 1953003 (2004). 
[4] L. Kovachev and K. Kovachev, “Diffraction of Femtosecond Pulses: Nonparaxial Regime”, J. 

Opt. Soc. Am. A 25 (9), 2232-2243 (2008); “Erratum”, J. Opt. Soc. Am. A 25 (12), 3097-3098 

(2008). 
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Глава VII. Оператори на нелинейна поляризация от трети ред за пико, фемто и 
атосекундни импулси в изотропни среди. Скаларно приближение. 
 
§ 7.1 Условие за разделяне на поляризацията на самовъздействие и генерация на 
трета хармонична във въздух и кварц. 
Както бе показано в §1.5, в случая когато искаме да опишем само ефекти на 
самовъздействие и изродени четирифотонни процеси, векторът на нелинейната 
поляризяция е от вида, предложен от Макер и Терхюн [1 , 2] 

                                ( ) ( ) ( ) ( )[ ],2ˆ32 ** EEEEEEPMT
nl

rrrrrrr
⋅+⋅−=− ωωχωω                   (7.1) 

където )3()3()3()3( ˆˆˆˆ xyyxxxyyxxyy χχχχ === . 

В по-общия случай на нелинейна поляризация, включващ в допълнение и 
генерацията на трета хармонична, съществува само един тензорен елемент и векторът 
на нелинейната поляризяция е  

                                      ( ) ( ) ( )EEEEEEP xxxx
G

nl

rrrrrrr
⋅=⋅= )3()3( ˆˆ3 χχω  ,                              (7.2) 

което съответства на факта, че )3()3()3()3( ˆˆˆˆ xyyxxxyyxxyyxxxx χχχχ === .  

В случай на линейна поляризация на електричното поле xEE rr
=  (или кръгова 

( ) 2/; yxEE c
rrrrr

+== σσ ) изразите за нелинейните оператори  (7.1) и  (7.2) се 
опростяват до  

                                   ( ) ( ) ,2ˆ32 2 xEEPMT
nl

rr
ωωχωω −=−                                           (7.3) 

за оператора на Макер и Терхюн  и до  
                                                  ( ) ( ) xEEEP xxxx

G
nl

rr
⋅= )3(ˆ3 χω ,                                                 (7.4) 

за обобщения тип нелинеен оператор. В този параграф, както и в следващия, по-
подробно ще изследваме обобщения тип нелинеен оператор (7.4), включващ в 
допълнение на самовъздействието и генерация на трета хармонична за лазер в 
непрекъснат режим. За оптични импулси, разпространяващи се в среда с дисперсия, 
възниква допълнителна честота, свързана с разликата между груповата и фазовата 
скорост (ООЧ- дефинирана в § 3.3). Ще проследим по-нататък как ООЧ влияе на 
обобщения кубичен член в нелинейната поляризация (7.4). При нелинейно 
разпространение на лазарен сноп и спектрално-тесни-импулси в изотропна среда с 
мощност малко над критичната за самофокусировка, дори и за среда с нестационарен 
отклик, нелинейната поляризация от трети ред (7.4) се разделя на два нелинейни члена 
– самовъздействие и генерация на трета хармоника. По-точно, прилага се следният 
израз на декомпозиция за една косинусова вълна при реална амплитудна функция  
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Първият член в (7.5), пропорционален на ( ) 4/)(cos3 0 tvzk ph− описва нелинейно 

самовъздействие на основната честота 0ω , а вторият член, пропорционален на 
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( ) 4/)(3cos 0 tvzk ph−  задава генерация на трета хармонична 03ω . Комплексното 

представяне на това разлагане се получава като представим електричното поле като 
сума на две комплексно спрегнати електрични полета 

                   ( )( ) ..exp),(),(),(),( 0 cctvzktrAtrEtrEtrE ph +−=+= −+                (7.6) 

След заместване на (7.6) в израза  (7.4 ) за третата степен на комплексното представяне 
на електричното поле получаваме  
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Както бе показано в §2.4, груповата скорост grv добавя допълнителна фаза )exp( tivgr  в 

нелинейния оператор на амплитуднотите уравнения независимо от факта, в каква 
координатна система са записани- Лабораторна, Галилеева или „бягащо време”. При 
движение на светлинния импулс с групова скорост grv относителната честота на 

оптичното поле по отношение на максимума на импулса (там където нелинейността 
работи) е )(0 grphcef vvk −=ω . Както бе показано по-горе (виж §2.4), груповата скорост 

добавя допълнителна фаза tvvk grphcep )(0 −=ϕ . По този начин изразът за нелинейната 

поляризация от трети ред се транформира в 
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С отчитането на ООЧ, вместо трета хармонична phvk00 33 =ω , оптичният импулс 

генерира Нелинейна Честота (НЧ) равна на  три пъти ООЧ 

                                       ( ) ( )[ ]
0

03
λλ

λλωω
=

−== grphcefnl vvk .                                             (7.9) 

Нелинейната честота за генерация nlω  (7.9) за лазерен импулс зависи от основната 
дължина на вълната на лазерното излъчване в импулсен режим и разликата в груповите 
скорости, т.е. тя е напълно определена за дадена изотропна среда като въздух, газове, 
кварц или други изотропни среди. От направените в §3.3 и §3.4 на Глава III изчисления 
за разликата между груповите скорости grph vvv −=Δ  на дължина на лазерно излъчване 

nm8000 =λ , за стандартна атмосфера, се получават следните стойности за 
нелинейната честота: 

                                     GHzcef
air
nl 35343 −≅= ωω .                                            (7.10) 

Изчислените стойности показват очакваните стойности за генерация на кохерентен 
сигнал в резултат на нелинейно разпространение на оптични импулси във въздух – 34-
35 GHz.  
 
7.1.1. Вариации  на нелинейната честота в зависимост от налягането и 
температурата на въздуха.  
Вариацията на ООЧ в зависимост от надморската височина, температурата, важността 
и концентрацията на въглероден двуокис бе изследвано в §3.4 на Глава 1. В този 
параграф отново ще изследваме промените в показателя на пречупване на атмосферата 
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от налягането и температурата и тяхното влияние на НЧ. Зависимостта на налягането 
от надморската височина и температурата отново е изчислено по формулата (3.3). За 
сравнение, на Фиг. 11 съответно е представено изменението на НЧ, в зависимост 
изменението на дисперсията на показателя )(λn на пречупване за следните два случая: 
А) ООЧ и НЧ (червена крива)за Т=8 С0  и налягяне на морското ниво (101325 Pa) -

GHzcef 32=ω .  

Б) ООЧ и НЧ (синя крива) за Т=28 С0  и налягяне на 500 м надморска височина 
GHzcef 38=ω . 

Както се вижда от графиката при сравнение на изменението на показателите на 
пречупване около nm8000 =λ  в зависимост от температурата и налягянето се 
забелязва съществена разлика. На графиката са изобразени следните случаи: 

 
Фиг. 11 Изменение на НЧ в зависимост от налягането и температурата  за два  
изследвани случая на изменение на показателя на пречупване А)-червена линия- НЧ за 
Т=8 С0  и налягяне на морското ниво (101325 Pa).. Б)-синя линия- НЧ за Т=28 С0  и 
налягяне на 500 м надморска височина. 
 
 От Фиг. 11 можем да отчетем ООЧ за дължина на вълната nm8000 =λ    
А) ООЧ   за Т=8 С0  и налягяне на морското ниво  (101325 Pa) - GHzcef 32=ω  

Б) ООЧ  за Т=28 С0  и налягяне на 500 м надморска височина  GHzcef 38=ω . 

Стойностите на НЧ за случай А) - GHznl 96=ω , а за случай Б)- GHznl 114=ω . 
В заключение на този параграф можем да заключим, че нелинейната честота на 
генерация за въздух air

nlω  се изменя съществено в зависимост от температурата на 
въздуха, налягането, влажността и концентрацията на въглероден двуокис в 
диапазона GHzair

nl 12030 −≈ω .  
 
Нелинейна честота за топен кварц. 
Като използваме методиката от предишния параграф, тук ще изчислим нелинейната 
честота на генерация за топен кварц на дължина на вълната nm8000 =λ . 
Изменението на показателя на пречупване в зависимост от дължината на вълната за 
диелектрици е значително по-голямо от това за газове. Поради значителната дисперсия 
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в твърди тела silica
cefω  е значително по-висока по отношение на тази за въздух и в 

зависимост от носещата честота на лазерния импулс, варира в THz- вия диапазон,. 
Например, изчислената обвиваща-основна честота silica

cefω за дължина на вълната 

nm8000 =λ  е THzsilica
cef 5.17=ω  (Фиг. 12). 

 

1.0 1.5 2.0
lHmmL

2μ 1013

3μ 1013

4μ 1013

5μ 1013

wcef HlL

 
Фиг. 12 Изменение на ООЧ за топен кварц в зависимост от основната дължина на 
вълната на лазерен импулс,  изчислена по формулата ( ) ( )[ ]

0
0 λλ

λλω
=

−= grph
silica
cef vvk  

 
Изчислената нелинейна честота за топен кварц за дължина на вълната nm8000 =λ  е: 

                      THzsilica
cef

silicafus
nl 523 ≈= ωω                       

В заключение на този параграф ще отбележим, че докато за въздух ООЧ и НЧ air
cefω и 

air
nlω  са в гигахерцовия обхват, то за твърди тела като топения кварц silica

cefω и silica
nlω  

генерират честоти в терахерцовия диапазон. Тези резултати, получени за ООЧ и НЧ 
ще повлиаят съществено върху условието за редукция на нелинейния оператор  (7.8)  
до оператора за самовъздействие AAnPnl

2
2= . 

 
§ 7.2 Област на приложимост на оператора на самовъздействие за фемтосекундни  
оптични импулси AAnPnl

2
2= . 

Изчисленията на нелинейната честота на генерация за различни прозрачни среди 
показва следната закономерност: За газове честотите на генерация попадат в 
гигахерцовата област, докато за диелектрици - в терахерцовата. Тези условия дават 
една възможност за определяне на честотни области, в които не е възможна генерация 
на честоти и нелинейния оператор от трети ред се свежда само до оператора на 

самовъздействие AAnPnl
2

2= . Стандартната процедура за получаване на оператора на 

самовъздействие от оператора за нелинейна полярицазия (7.8) е чрез декомпозиция на 
нелинейния член от трети ред на самовъздействие и генерация на гигахерцови и 
терахерцови честоти.  

       ( )[ ] ..),(),((2exp
4
1),(

4
3),( 2

0
2
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2 cctrAtrAtvvziktrAntrAn grph +⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −−+=    (7.11) 
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Условието за разделяне е спектърът на оптичния импулс pulseωΔ  да е значително по-
тесен от честотата на генерация  nlω  или по-точно, честотата на генерация да е извън 
спектъра на оптичния импулс. В този случай, тъй като средата е изотропна, не могат да 
бъдат създадени условия за фазов синхронизъм и за генерация на хармонични. Това 
условие определя отношението: 

                                              ;nl
pulse ωω <Δ .                                                  (7.12) 

където  

                                         ( ) ( )[ ]
0

033
λλ

λλωω
=

−== grphcefnl vvk                                       (7.13).  

При тези условия честотата на генерация е извън спектралната ширина на оптичния 
импулс. Тук отново ще изследваме случаите на разпространение във въздух и топен 
кварц на спектрално-ограничени импулси, за които е изпълнено условието 

1≈ΔΔ tpulseω . Както бе отбелязано в предишния параграф, в зависимост от налягането, 
температурата и концентрацията на въглероден двуокис, за въздуха съществува цяла 
честотна лента  

air
nlωΔ ~45 GHz - 120 GHz . 

 

 
  

Фиг. 13a) Спектър на 10 ps  импулс, за който нелинейната честотна лента за въздух 
air
nlωΔ попада в спектъра на импулса. Фиг. 13b) Спектър на 100 ps  импулс, за който 

нелинейната честотна лента за въздух air
nlωΔ  е извън спектъра на импулса. 

 
На Фиг. 13a) е показан спектъра на 10 ps  импулс, за който нелинейната честотна лента 
за въздух air

nlωΔ попада в спектъра на импулса. На Фиг. 13b) е показан спектъра на 100 

ps импулс, за който нелинейната честотната лента за въздух air
nlωΔ  е извън спектъра на 

импулса. За топен кварц, за разлика от атмосферата, температурата и налягянето не 
оказват съществено влияние на показателя на пречупване, а от там и на нелинейната 
честота. Поради това можем да фиксираме по-точно нелинейната честота за топен 
кварц THzsilica

cef
silicafus

nl 523 ≈= ωω . По-високата нелинейна честота в ТНz–та област 

определят и възможността за фемтосекундни импулси да е изпълнено условието 
.silica

nl
pulse ωω <Δ  
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Фиг. 14a) Спектър на 10 fs  импулс, за който нелинейната честотна лента за кварц- 

THzsilica
cef

silicafus
nl 523 ≈= ωω , попада в спектъра на импулса. Фиг. 14b) Спектър на 100 fs  

импулс, за който нелинейната честотна лента за кварц- silicafus
nlω  е в крилата на 

спектъра на импулса. 
На Фиг. 14a) е показан спектъра на 10 fs импулс, за който нелинейната честотна лента 
за топен кварц  THzsilica

cef
silicafus

nl 523 ≈= ωω  попада в спектъра на импулса. На Фиг. 14b)  е 

показан спектъра на 100 fs  импулс, за който нелинейната честотна лента за кварцово 
стъкло silicafus

nlω  попада в крилата на спектъра на импулса. Условието 

nl
pulse w<<Δω определя максималната честотна и минималната времева 

продължителност на спектрално ограничен импулс, при който неговата спектрална 
ширина е по-малка от нелинейната честота на генерация за дадена среда. Или изразено 
с формули: 

a) самовъздействие 
                                             ,nl

pulse w<<Δω                                               (7.14) 
В този случай нелинейната поляризация за импулси се редуцира до  

                                                  [ ] ..),(),(
4
3),( 2

2
3

2 cctrAtrAntrAn +=                         (7.15) 

Уравнението за оптични  импулси, удоволетворяващи условието (7.14) се редуцира до 
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където 22 4
3~ nn = . Както показахме по-горе, условието (7.14) е изпълнено във въздух за 

импулси с продължителност pst 1000 > , докато за топен кварц fst 1000 > . 
 

b) По-общ вид нелинеен оператор, включващ и вътрешно-импулсна 
генерация. Проблеми със скаларното приближение. 
За спектрално ограничени импулси, за които е изпълнено условието 

                                           ,nl
pulse
fs ωω ≥Δ                                                                    (7.17) 

честотата на генерация попада в честотната лента на импулса и генерацията е 
значителна. Друго основно следствие от препокриването на честотната лента на 
импулса с честотата на генерация е невъзможността нелинейният член да бъде 
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разделен на две компоненти. В този случай трябва да бъде изследвано уравнението с 
по-общата нелинейна поляризация без разделяне на самовъздействие и генерация на 
хармонична . По този начин скаларното уравнение за фемтосекундната област може 
да бъде записано като 
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Нелинейна поляризация от този тип за фемтосекундни импулси, с включване и на 
Раманово усилване бе предложена за първи път от [3, 4]. Основен проблем за 
нелинейното скаларно амплитудно уравнение (7.18) е в осцилацията на нелинейния 
оператор. Като се запишат интегралните отношения на Менли-Роу на уравнение (7.18), 
ще получим осцилиращ интеграл на интензитета на оптичното поле 
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С други думи, в даден момент от времето осцилиращата нелинейност в (7.19) ще има 
стойност нула и уравнението ще работи в линеен режим.  
Този проблем на скаларната нелинейната теория, както ще видим по-нататък, отпада 
при изследване на векторни нелинейни поляризации и векторни полета. За скаларния 
анализ обаче, както е показано в [3, 4], нелинейната осцилация може да се пренебрегне 
чрез усредняване, или като се покаже, че тя е малък параметър след нормиране на 
уравнение (7.18) [5, 6]. В този случай на пренебрегване на тера- и гигахерцовата 
осцилация, нелинейното непараксиално амплитудно уравнение (7.18), запазва 
интеграла на Менли-Роу и уравнението се трансформира във вида 
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                      (7.20) 

 
 

§7.3. Лоренцови солитонни решения на нелинейните амплитудни уравнения (7.20) 
. 
7.3.1.Лоренцово солитонно решение на нелинейното амплитудно уравнение (7.20) 
Както бе дискутирано при изследване на линейната част на непараксиалното 
нелинейно амплитудно уравнение (НАУ) (7.20), за газове дисперсията е пренебрежимо 
малка по отношение на дифракционните ефекти ( 5

800 101.2 −
= ×≈nmλβ  за въздух). Поради 

тази причина при изследване на разпространение в газови среди, приемаме че 
0800 ≈= nmλβ  и НАУ (7.20) се редуцира до  
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Линейната част на НАУ (7.21) е изследвана най-подробно аналитично и числено в 
Глава VI. Основният аналитичен резултат е, че спектрално широките импулси 
притежават Фраунхоферов тип дифракция близо до лазерния източник. В нелинейната 
теория възниква следния проблем: 
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Колко широк спектрално трябва да е оптичният импулс, че той да дифрактира 
непараксиално-полусферично, а от друга страна да притежава достатъчна 
мощност, за да се разпространява нелинеен режим. С други думи, каква е 
критичната мощност за компенсация на непараксиалната дифракция с нелинейна 
самофокусировка? Най-точен отговор на този въпрос може да се даде, ако се намери 
солитонно решение на НАУ (7.21). В [5, 6] успяхме да намерим солитонно решение на 
НАУ (7.21). Уравнение(7.21) има следното точно 13+  солитонно решение с Лоренцова 
форма и асиметричен zkΔ  спектър  

       ( )[ ] ( ) ( )[ ] ,~1
22exp~

~lnsec2exp 200 r
tvzkiA

r
rhtvzkiAA grzgrz +

−Δ−=−Δ−=      (7.22) 

където 0kkz =Δ ; ( )2
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22222 rviatviazyxr +−+++=                      (7.23) 
Не е трудно да се покаже, че солитонното решение (7.22) е с крайна енергия и се 
разпространява с групова скорост по z. 
Аналитичното решение (7.22) дава и отговора на поставените по-горе въпроси. За да 
получим солитонно решение, ширината на спектъра на импулса трябва да е от 
порядъка на основното вълново число 0kkz =Δ  и мощността на импулса трябва да е 

два пъти над критичната за едномерен пространствен солитон 2
02/2 knPsol

cr = , определен 
в §5.1. 

                                                       2
02

13 42
kn

PP sol
crcr ==+                                                           

Солитонното решение (7.22) на тримерното НАУ (7.21) всъщност е решение върху 
комплексифицираното 3+1 пространство на Минковски и неговата динамика 
съществено се отличава от еволюцията на едномерен солитон. На Фиг. 15 е 
представена типичната динамика в пространство-времето на Лоренцовия солитон  
 

Фиг. 15 Изменение на ),( zx -проекция за профила на интензитета ),( zxI  на 
аналитичното решение (7.22) за различни разстояния от източника. В началните 
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няколко милисекунди основната вълна се трансформира в импулс с Лоренцов профил и 
слаба сферична вълна (Фиг7.4 б). На големи разтояния (Фиг 7.4 с) Лоренцовият 
импулс запазва амплитудния максимум и слабо се самокомпресира.  
 
7.3.2.Права и обратна вълна като решение на нелинейното амплитудно уравнение с 
Керовска нелинейност  (7.16) 
Уравнение(7.16) (при 0800 ≈= nmλβ ) притежава също така точно 13+  решение с 

Лоренцова форма и асиметричен zkΔ  спектър, но вече върху реалното пространство на 
Минковски. 

       ( )[ ] ( ) ( )[ ] ,
ˆ1

22exp
ˆ

~lnsec2exp 200 r
tvzkiA

r
rhtvzkiAA grzgrz +

−Δ−=−Δ−=            (7.24) 

където 0kkz =Δ ; ( )2
0

2
02

0
22 krnA =  и  

                                   ( ) ( ) .//ˆ 0
22222 rvatvazyxr +−+++=                           (7.25) 

Разликата в решението  (7.22) на уравнението с  кубична нелинейност  (7.21) и 
решението  (7.24) на уравнението с Керовска нелинейност  (7.16) е в отсъствието на 
комплексната единица в израза за отместения радиус вектор r̂  (7.25), по отношение на 
подобния r~  в (7.23). Условието радиус векторът на решението (7.25) е в реалното, а не 
в комлексното пространство на Минковски води до съществено нова динамика на 
решението (7.24). Вместо една вълна, разпространяваща се в положителната посока на 
разпространение z , началното условие се разделя на два максимума, движещи се в 
противоположни направления z+  и  z− .  
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Глава VIII. Нелинейна оптика на векторни полета  
§ 8.1 Векторен характер на нелинейна поляризация за въздух и изотропни 
материали. Нелинейна поляризация от вида на Макер и Терхюн. 
Както бе отбелязано в Глава I,  основен принос в нелинейните процеси в изотропни 
среди дава нелинейната оптична възприемчивост от трети ред, която е тензор от 
четвърти ранг по отношение на пространствените променливи (x,y,z). Освен от 
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пространствените компоненти, нелинейният тензор зависи и от комбинацията от 
честоти 321 ωωωω ±±=  

                                                      ( )321
)3(

,,, ,,;ˆ ωωωωχ lkji                                          (8.1) 

Честотните зависимости на нелинейния тензор са свързани с типа на нелинейното 
квантовомеханично взаимодействие в средата. По отношение на пространствените 
индекси ),,,( lkji , в общия случай нелинейният тензор има 81 елемента. За изотропни 
среди, поради симетрията, те се свеждат само до 3 независими елемента [1, 2]. От 
съображения за вътрешна симетрия за електронен тип нелинейност следва факта, че и 
трите компоненти на тензора са равни по между си 

                                                   )3()3()3( ˆˆˆ xyyxxxyyxxyy χχχ ==                                           (8.2) 

В този случяй нелинейна поляризация от вида на Макер и Терхюн (1.5.12) приема 
следната векторна форма  

                                     ( ) ( ) ( )[ ],32 **
2 EEEEEEnPnl

rrrrrrr
⋅+⋅=−ωω                         (8.3) 

където )3()3()3()3(
2 ˆˆˆˆ xyyxxxyyxxyyn χχχχ ==== . 

Стандартната процедура за получаване на векторни амплитудни уравнения е чрез 
полагане в нелинейния оператор (8.3) двукомпонентно електрично поле на една и съща 
носеща честота, което има вида на косинусова вълна  

( )( ) ( )( )
y

cctiA
xcctiAE yx rrr

2
.exp

2
.exp 00 +

+
+

=
ωω ,             (8.4) 

където ( )tzyxAA xx ,,,=  и ( )tzyxAA yy ,,,=  са компоненти на амплитудните функции 

на електричното поле, а 0ω  е носещата честота на лазерния източник.  
За компонентите на поляризацията на Макер и Терхюн (MTП) (8.4) получаваме 

следните изрази 
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Както бе дискутирано в Параграф §2.2, този тип поляризация е в сила в пикосекундния 
и наносекундния диапазон, в случай на отсъствие на вътрешно- гегахерцова генерация 
във въздух. 
8.2.1 Основна амплитудна система от нелинейни векторни уравнения за MTП 
поляризация. 

Процедурата за извода на векторните амплитудни уравнения е същата, както 
при скаларния случай в Параграф §2.2. Ето защо тук ще спестим преобразуванията на 
векторното вълново уравнение с нестационарен линеен и нелинеен отклик на средата  
до система от амплитудни уравнения.  

След стандартни тронсформации в крайна сметка се получава следната система 
от непараксиални уравнения за амплитудните функции xA  и yA  на двукомпонентното 
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електрично поле в приближение  до втори порядък на дисперсията за поляризация от 
вида на Макер и Терхюн (8.3)  
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Нелинейните членове на непараксиалната система уравнения (8.6) отчитат ефектите на 
самовъздействие, крос-модулация и изродено четирифотонно смесване.  
 
§ 8.2 Нелинейно взаимодействие между лазерни импулси. Обмен на енергия чрез 
четирифотонни процеси. Привличане и сливане чрез крос-модулация. 
 
8.2.1 Обмен на енергия при пресичащи се под малък ъгъл филаменти. Неколинеарно 
взаимодействие 
В няколко експериментални статии [3-5] е показан интензивен обмен на енергия, 
когато два оптични филамента с една и съща носеща честота се пресичат под малък 
ъгъл. Механизмите за обмен на енергия, предложени в [3, 4], се основават на плазмена 
решетка и изискват две различни носещи честоти на филаментите. Експериментът на 
енергообмен, описан в [5] обаче, е извършен при единична честотата на пулса. 
Авторите в [5] добавят и друг механизъм като възможно обяснение-нелинейна 
абсорбция при по-висока входна мощност. Всички експерименти са проведени с 
мощност на филаментите малко над критичната стойност за самофокусиране krP . Това 
е и причината да предложим други механизми, водещи до обмена на енергия и 
свързани с нелинейни оптични ефекти [6]. За тази цел са взети предвид следните 
експериментални данни. Първо, лазерните импулси се разпространяват по различни 
оптични траектории и винаги се пресичат с относителна фазова разлика. Това означава, 
че в областта на пресичане има условия за изроден четири-фотонен параметричен 
(ЧФПП) процес. Когато мощността е малко над критичната за самофокусировка crP , се 
наблюдава периодичен обмен на енергия в областта на препокриване на лазерните 
импулси [3]-[5]. На Фиг. 16 е демонстриран процесът на обмен на енергия между 
фемтосекундни лазерни импулси във въздух, представен в [5]. При относително по-
ниски интензитети на лазера, трансферът на енергия е от импулса с висока към 
импулса с по-ниска енергия. При по-високи интензитети потокът на енергия е в 
обратна посока. И в двата режима процесът на обмен е периодичен.  
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Фиг. 16. Обмен на енергията [5] между два лазерни импулса във въздух като функция 
на времевата задръжка (а) режим с нисък интензитет (b) режим с висок 
интензитет.  
За численото изследване на еволюцията на фемтосекундни импулси на по-големи 
разстояния е необходимо да запишем уравнения (8. 6) в Галилеева координатна 
система, движеща се с групова скорост  (ξ= z – vgr.t ; t = t) и в безразмерен вид  
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където отново използваме добре известните от § 2.3.1 безразмерни константи ;00zk=α   
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Числените експерименти са извършени чрез използване на метода на разделяне по 
физични фактори. Всички наши изчисления са извършени за FS лазерни импулси на 
основна дължина на вълната nm800=λ  във въздух. Числените резултати са 
представени за следните начални условия: 240 фемтосекунден Гаусов импулс с 
еднакви напречни и надлъжни размери mzr μ7200 ==  и мощност малко над krP . В този 
случай 1;31;1;200 <<−∝== βγδπα . Фазовата разлика между двата компонента е 
първоначално π/4, т.е. при условия за максимален енергообмен. 

А. Поляризационно разделени компоненти. 
Разделянето на импулса на два с ортогонална поляризация може да бъдат реализирано 
експериментално посредством система от призми, където светлинният импулс пада 
под ъгъл на Брюстер. Такава схема е използвана от [7] с цел изключване на линейната 
интенференция при експеримент по пространствени солитони. В случай на 
поляризационно разделени компоненти началното условие за числено решение на 
системата от уравнения (8.7) има формата 
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       (8.8) 

където а е началното отместване на импулсите по х спрямо на точката на пресичане и 
θsin22 vv =Δ  е нормираната относителна напречна скорост на импулсите (θ  е ъгълът 

между двете траектории). 
На Фиг. 17 е представено взаимодействието на оптичните импулси xAA ≡1  и 

yAA ≡2  за 5.1=γ , 5.1=Δv  и 2=a .  

 
            z = 0                  z = zdiff                     z =2 zdiff                  z = 3zdiff                 z =4 zdiff 
Фиг. 17 Динамиката на колизия между две разделени поляризационно компоненти за 
начално разстояние между филаментите 42 =a , начална разлика между напречните 
скорости 32 =Δv  и нелинеен коефициент 5.1=γ , получена чрез числано интегриране 
на нелинейната система (8.7) за начално условие от вида (8.8). В процеса на 
сблъскване се наблюдава самофокусировка на импулсите и периодичен обмен на 
енергия. Началният енергиен трансфер е от xA  към yA . 

В нашите изследвания силата и посоката на енергийния трансфер зависят от началното 
отместване на импулсите а, относителната напречна скорост vΔ  и интензитета на 
лазерния източник γ .  
 

 
Фиг. 18 Графика на измененито на енергиите за двата импулси от Фиг.17 (интеграли 
на интензитета) в зависимост от времето. Периодичният обмен на енергия между 
импулсите, като функция на времето се вижда ясно. С 1E  (червено) е обозначен 
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интеграла енергията на xA  компонентата и с 2E (синьо) - интеграла енергията на yA  

компонентата. Времето е нормализирано на дифракционни дължини grdiffdiff vzt /= . 

Отбелязваме обрата на енергийния поток между импулсите получен и в 
експеримента, [4]( сравни с Фиг. 16.).  
 
Проведените изследвания потвърждават експерименталните резултати, получени в [4], 
където се наблюдават подобни зависимости на началната посока на енергоообмен от 
относителната времева задръжка, интензитета на лазерния източник и ъгъла на 
пресичане ( )θsinvv =Δ . 
 

Б) Импулси, съдържащи двете компоненти на поляризацията 
Когато лазерният импулс се разделя на две рамена 1A

r
 и 2A

r
 чрез стандартен 

сплитер/разделител, получените филаменти съдържат в себе си и двете 
поляризационни компоненти. Нека yAxAA jyjxj

rrrr
+= , 2,1=j . Тогава началните 

условия на системата (8.8) приемат вида 
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 (8.9) 

където xA  и yA  са образувани от х- и у-компонентите на двата оптични импулса, 

разпространяващи се по различни траектории.  

 
        z = 0            z = zdiff /3       z = 2zdiff /3         z = zdiff                z = 2zdiff               z = 3zdiff 
Фиг. 19. Еволюцията на два филамента с неразделени поляризационни компоненти за 
начално разстояние между филаментите 42 =a , начална разлика между напречните 
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скорости 32 =Δv  и нелинеен коефициент 5.1=γ , получена чрез числано интегриране 
на нелинейната система (8.7) за начално условие от вида (8.9).. Наблюдава се 
самофокусировка на импулсите, периодичен обмен на енергия и в далечната зона – 
генерация на две допълнителни компоненти в посока, ортогонална на началните 
импулси. 
 

Взаимодействието на оптичните импулси 1A
r

 и 2A
r

 за 5.1=γ , 5.1=γ  и 2=a  е 
представено на Фиг 19. Както и в предишния случай на разделени поляризационни 
компоненти, наблюдаваме ефектите на самофокусировка и интензивен обмен на 
енергия. В далечната зона се появяват две допълнителни компоненти в посока, 
перпендикулярна на началните импулси. Според нас тези допълнителни компоненти са 
свързани с процеса на изроденото четири-вълново смесване. Подобни 
експериментални резултати са представени в [8, 9],  като в [8] за първи път е 
наблюдавана появата на допълнителните две компоненти в посока, ортогонална на 
първите две.  
 
8.2.2 Колинеарно взаимодействие. Редукция на филаменти и сливания. 
Разпространението в атмосферата на лазерен импулс с висок интензитет и мощност с 
два порядъка по-голяма от критичната за самофокусировка, crPP 100≈ , води до 

неговото разпадане на много компоненти, всяка от които има мощност около crP  [1, 10, 
11]. В [12] експериментално е наблюдавано, че броят на филаментите значително се 
редуцира като функция на разстоянието и времето. Тук е предложен модел, в който 
намалението на броя на филаментите се дължи на енергообмен, обусловен от 
изроденото четири-фотонно вълново смесване, а също така и от сливания на импулси, 
в резултат на крос-модулация. Нека да предположим, че два филамента се намират на 
малко разстояние един от друг. Тогава съществуват условия за тяхното сдвояване и 
вследствие на това настъпва взаимодействие посредством изроденото четири-вълново 
фотонно смесване. Формулировката на задачата е подобна на последния разгледан 
случай в Раздел 8.2.1. Разглеждаме два филамента 1A

r
 и 2A

r
 с произволна поляризация. 

Нека представим векторите чрез техните х- и у-компоненти yAxAA jyjxj
rrrr

+= , 

2,1=j . Тогава началните условия на системата (8.7) имат вида (5.9) с относителна 
скорост 0=Δv  (следователно 0=θ , т.е. филаментите са колинеарни). На Фиг. 20а 
може да бъде проследена еволюцията на два колинеарни импулса и обмена на енергия, 
дължащ се на изроденото четири-вълново фотонно смесване. Интензитетът на 
лазерния източник е близък до crP . Наблюдаваме, че единият от импулсите се усилва, 
самофокусира се и получава достатъчно мощност да продължи своето 
разпространение, докато другият импулс отдава енергия, навлиза в линеен режим и 
постепенно дифрактира в пространството. Това е един от механизмите, чрез който 
броят на филаментите може да бъде редуциран посредством нелинейни параметрични 
процеси в ( )3χ  среда. Ние проведохме аналитично изследване и числени експерименти, 
с които показваме че сливанията, за разлика от енергообмена между импулсите, се 
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дължат на крос-модулацията. Влиянието на обмена на енергия върху процеса в 
системата уравнения (8.7) е изключен по два начина. Първият е чрез началните 
условия, в които сме положили да няма начална фазова разлика между импулсите.  
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Фиг. 20  Фиг. 20 а) - Обмен на енергия между два колинеарни филамента 1A
r

 и 2A
r

 на 
малко разстояние един от друг 4.32 =a , получен чрез числено решаване на системата 
(8.7) с начални условия (8.9) за стойности на параметрите 0=Δv  и 5.1=γ . 
Вследствие на изроденото четири-фотонното вълново смесване единият от 
филаментите се усилва, докато другият навлиза в линейна мода и постепенно 
изчезва. Фиг. 20б)-Сливане (привличане) на два колинеарни филамента 1A

r
 и 2A

r
 на 

малко разстояние един от друг 4.32 =a , получен чрез числено решаване на 
нелинейните векторни системи (8.7) с начални условия (8.10).  Стойността на 
нелинейния коефициент за системата (8.7) е 5.1=γ , а за системата (8.11) 8.1=γ . И 
двата случая наблюдаваме сливане на импулсите, дължащо се на крос-модулацията. 
Разстоянията от източника са представени в дифракционни дължини. Проекция на 
петното на импулсите ( ),( yx - проекция). 
 
В този случай, както добре е известно от теорията на четиривълновото смесване, 
липсват условия за генерация. Вторият начин е чрез изключване от числената схема на 
последния нелинеен член в системата (8.7), отговарящ четиривълновото 
взаимодействие и в допълнение слабо увеличаване на интензитета. По този начин 
единствена възможност за нелинейно взаимодействие остава влиянието на 
кросмодулацията. Във втория случай това е аналогично на числено решаване на 
следната нелинейна система 
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В експерименти тези явления на привличане и сливане на импулсите, без енергообмен 
между тях в една по-силна (Rogue) вълна са наблюдавани [13, 14, 15,16]. На Фиг. 21 са 
представени резултатите от такъв експеримент [16] на сливане на четири оптични 
импулси в един по-мощен. 

 
Фиг. 21  Интерферометрично измерване на изменението на плътността на въздуха, 
индуцирана от 4-филамента. (а) на акустични вълни (червено), генерирани от всеки 
отделен филамент (синьо). (с-е) Акустичните вълни се разпространяват навън, 
докато филаментите се събират в центъра (по материали в [16]). 

 
На Фиг. 22 е представен числен експеримент, в случай на произволна случайна фаза 
между трите начални импулса. Наблюдава се както привличане, така и енергообмен 
между тях. 

              
Фиг. 22  Еволюция на три начални импулса с произволна случайна фаза между тях в 
рамките на векторната система (8.7) при 8.1=γ . Наблюдава се както привличане, 
така и енергообмен между импулсите. Проекция на петното на импулсите ( ),( yx - 
проекция). 
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Числените експерименти с четири, пет и повече начални импулси с произволни фази 
показват общата тенденция, наблюдавана в експериментите [10]-[16] а именно, 
намаляване на филаментите, сливане и самокомпресия на основния импулс.Това е и 
причината да твърдим, че наблюдаваните в експериментите сливания и намаляване 
броя на филаментите се дължат на действието на двата нелинейни механизма, крос- 
модулация и обмен на енергия чрез изродени четирифотонни процеси. 
 
§8.3 Влияние на крос-модулацията върху относителното движение на филаменти. 
Метод на моментите  
8.3.1 Влияние на крос-модулацията върху относителното движение на едномерни 
солитони. 
Влиянието на крос-модулацията на относителното движение на едномерни 
солитоноподобни импулси в оптични влакна има дълга история. Началото на 
аналитичните изследвания е  поставено в статията на B. Crosignani et al. [17] чрез 
анализ с метода на моментите на системата от Манаков тип 
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След дефиниране на интеграла на енергията на всеки отделен импулс  

                                           constdttzAp ii == ∫
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2),( .                                              (8.3.2) 

и на центъра на тежестта на импулса  
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и стартирайки от уравнения  (8.3.1), не е трудно да се покаже, че за скоростта на 
центъра на тежеста получаваме  
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За ускорението на центъра на тежеста е в сила следният интеграл от нелинейните 
компоненти на кросмодулацията 
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Авторите в [17] приемат, че този интеграл в едномодово влакно е нула (уравнение (48) 
в [17]), а само в мултимодово влакно е възможен самозахват. Анализаът, направен от 
нас в [18]-[19] обаче показва, че ако солитоните са разместени във времето, то 
интегралът (8.3.4) зависи от относителното разстояние на тяхните центрове. 
Интегралът всъщност е конволютивен.  
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където ji ttt ˆˆ −=Δ . За тази цел в [18]  числено интегрирахме конволюцията (8.3.5) за два 

солитона движещи се един спрямо друг с различни скорости.  Тъй като ускорението на 
центровете на тежестта зависи само от tΔ , то е възможно да се въведе и потенциал, по 
правилото 

                                                ( ) ( ) ( )∫
Δ
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ΔΔ−=Δ
t

tdtztzVtzV ),(ˆ0,, &&                            (8.3.6) 

В случай на пресичане на солитонни импулси )(sec);(sec 0201 tthAAthAA Δ+==  и при 
приемане на неизмененност на тяхната форма в процеса на взаимодействие  
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интегралите за ускорението и потенциала могат да се интегрират.  
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ip
AktV γα               (8.3.8) 

Изразите за нелинейниото ускорение (8.3.7) и нелинеен потенциал  (8.3.8) са изчислени 
в приближение на неизменност на формата на солитонните импулси. Всъщност в 
процеса на взаимодействие те изменят асиметрично своята форма и спектър. 
Независимо от това, тези изрази дават една честотна лента (КОВ), на относително 
спектрално разстояние на импулсите, в рамките на която двата импулса могат да се 
слеят в един. Графиките на нелинейната сила и потенциал бяха получени за първи път 
чрез числено интегриране в [18]-[19]. 
 
 
8.3.2 Влияние на крос-модулацията върху относителното движение на филаменти и 
3+1 мерни  лазерни импулси. 
Задачата за изследване на крос-модулацията върху относителното движение на 
импулси в реалното пространство се усложнява значително не само от по-високата 
размерност на пространството, но и от векторния характер на електричното поле с 
амплитудни компоненти [20, 21]. В тази подточка ще изледваме взаимодействието на 
два векторни импулса на една и съща носеща честота но разположени в общо 
положение  в пространството и с произволна поляризация (т.е те имат и двете 
поляризационни компоненти )0,,( 111

yx AAA =
r

 и )0,,( 222
yx AAA =

r
).  

За компонентите на амплитудната функция отново ще изследваме 3+1 мерната система 
уравнения от вида  
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но този път x и y компонентите на векторната амплитудна функция са декомпозиция 
на две амплитуди 

yyyxxx AAAAAA 2121 ; +=+= .               (8.3.10) 

Ще въведем интеграла на енергия на всяка компонента  
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ii ,),,,( 2 === ∫∫∫ .                        (8.3.11) 

и на центъра на тежестта на xA и yA компонентите за отместване по една ос (оста х),  
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По този начин некомутиращ оператор по отношение на преместването по x е само 

втората производна по x - 2
2

x∂
∂ . От комутацията на останалите диференциални 

оператори в (8.3.9) следва, че производната по времето на центъра на тежестта 
(обобщения импулс) може да бъде записан като: 
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където dxdydzdV = . След диференциране втори път на израза за скоростта на центъра 
на тежеста (8.3.12) получаваме следния конволютивен интеграл  
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По подобен начин могат да се изчислят и ускоренията по yΔ и zΔ  за отместване в 
общо положение в пространството. Като начало ще изследваме взаимодействие на 
импулси, отместени по оста x  на произволно разтояние xΔ  (както е в числения 
експеримент по-горе).  
След полагане на декомпозицията (8.3.10) в израза за ускорението по x  (8.3.14) 
получаваме 
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Тук  ще направим и допълнително ограничение, като ще изледваме сферично-
симетрични функции с кръгова поляризация 2,1; == iAA yixi . В този случай 

интегралите от функции с повтарящи се индекси са нула. В случай на сферично-
симетрични функции с кръгова поляризация (8.3.15) и (8.3.6) се опростяват до суми от 
крос-произведения 
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Нека сега да съберем в (8.3.17) за всеки импулс и да разделим не по компоненти на x  и 
y , а по компоненти на двата импулса  
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където с 
1
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A

txa r&& Δ  и 
2

),(
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txa r&& Δ са означени ускоренията на центровете на тежестта на 

импулсите (а не на компонентите на полето по x  и y ), при условие 
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Ще интегрираме израза (8.3.18) за два вида сферично- симетрични функции с кръгова 
поляризация: 
а) Гаусов профил, както е и в числения експеримент  по-горе 
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и б) Лоренцов профил, каквато форма придобиват в далечната зона филаментите 
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За сферично-симетрични функции изразът за ускорението на центъра на тежестта може 
да се запише в сферични координати и се опростява до: 
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където с rΔ  е означено разстоянието между центровете на тежестта на импулсите. От 
(8.3.22) можем да въведем по същия начин както и в едномерната задача нелинеен 
потенциал  

                                   ( ) ( ) ( )∫
Δ
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ΔΔ−=Δ
r

rdtratVrtV ),(0,, &&                                  (8.3.23)  

Отново ще приемем, че в процеса на взаимодействие импулсите не променят своята 
форма и спектър, което е вярно само за отдалечени достатъчно един от друг импулси, 
както се вижда и от числения експеримент, на представен на Фиг. 20. В общия случай 
изразите за ускорението (8.3.22) и потенциала (8.3.23) зависят и от времето. В резултат, 
на по-близки разстояния импулсите променят своята пространствена форма по x и 
спектър по xk  до асиметрични един на друг профили. 
На Фиг. 23а са представени графики на нелинейното ускорение на центъра на тежеста 
(8.3.22) за Гаусови импулси (8.3.20) а на Фиг. 23б- за Лоренцов профил (8.3.21) при 
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. Под графиката са представени и 

самите формули, като резултат от интегрирането на конволюционния интеграл (8.3.22).  
 

 
Фиг. 23 Графики на нелинейното ускорение на центъра на тежестта (8.3.22) за 
Гаусови импулси (8.3.20) Фиг. 23а), и за Лоренцов профил (8.3.21) Фиг. 23б)-при 
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На Фиг. 24а са представени графики и аналитични изрази за нелинейния потенциал за 
центъра на тежестта (8.3.23) за Гаусови импулси (8.3.20) а на Фиг. 24б- за Лоренцов 

профил (8.3.21) за нормирана константа 
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Лоренцови импулси е близо два пъти по широк и тово води до факта, че Лоренцов тип 
филаменти взаимодействат дори отдалечени на два пъти по-голямо разтояние от 
стандартните Гаусови импулси. Това се потвърждава и от направените числени 
експерименти.  
 

  
Фиг. 24 Графики и аналитични изрази за нелинейния потенциал за центъра на 
тежестта (8.3.23) за Гаусови импулси (8.3.20) –Фиг. 24а, а на Фиг. 24б- за Лоренцов 
профил (8.3.21). Потенциалът за Лоренцови импулси е близо два пъти по-широк и 
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тово води до факта, че Лоренцов тип филаменти взаимодействат дори отдалечени 
на два пъти по-голямо разтояние от стандартните Гаусови импулси. 

 
§8.4 Нелинейна поляризация от кубичен тип ( )EEEnPnl

rrrr
⋅= 2 . 

В по-общия случай на нелинейна поляризация (1.5.4), включващ в допълнение и 
генерацията на трета хармонична, векторният вид на нелинейната поляризация е  

                                      ( )EEEnPnl

rrrr
⋅= 2  ,                                                    (8.4.1) 

където в допълнение )3()3()3()3(
2 ˆˆˆˆ xyyxxxyyxxyyxxxxn χχχχ ==== .  

Анализът, проведен в [6] показва, че нелинейната поляризация (8.4.1) не е приложима 
към скаларен модел, понеже съответните закони на Manley-Rowe не са изпълнени. 
Електричното поле на лазерния импулс е винаги в равнина ),( yx , перпендикулярна на 
посоката на разпространение z . За обобщен вид на нелинейността от вида  (8.4.1) по 
стандартната процедура за извод на амплитудни уравнения се получава следната 
нелинейна система 
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където 22 8
3~ nn = , grv  и phv  са съответно груповата и фазовата скорости, 0

2
0 kvk gr ′′=β , а 

0k ′′  е дисперсията на груповите скорости. 
 

§ 8.5 Оптичният филамент като векторен импулс от солитонен тип. 
Аналитично решение. 

При разпространение във въздух на фемтосекунден лазерен импулс с мощност над 
критичната за самофокусиране се наблюдават значителен брой нови физични ефекти: 
устойчиво солитоноподобно разпространение на големи разстояния [29, 30], 
кохерентна и некохерентна GHz и THz генерации [31, 32], асиметрична форма на 
спектъра на импулса, супер-широк спектър [33, 34], самокомпресия [35], въртене на 
плоскостта на поляризация [26] и други. Забележителен ефект е също така, че по 
вертикално трасе някои от светлинните импулси се разпространяват на разстояния на 
няколко километра като запазват пространствения размер и интензитет [30]. В един 
типичен експеримент в близост до източника (на 1 - 3 м от източника), когато 
интензитетът на лазерния импулс превишава критичния за самофокусировка 

focself
crPP −> , започва процес на самофокусиране и самокомпресиране, което води до 
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значително увеличаване на интензитета и до уширение на  надлъжния zkΔ спектър до 
свръхширок и асиметричен. Началната самофокусировка води до значително 
увеличаване на интензитета в центъра до 214 /10 cmWI ≈ , където се наблюдава 
нехомогенен плазмен стълб в нелинейния фокус. За да се обясни ефекта на потушаване 
на самофокусировката, в началото бе предложен модел отчитащ влиянието 
многофотонната йонизация и плазмената дефокусировка [29, 10, 11]. В нелинейната 
оптика е добре известно, че при тези интензитети съществено влияние на 
относителната стабилизация на оптичните импулси оказват ефекти на Кер от по-висок 
порядък [37, 38], както и нелинейно-индуцираната дифракция [39].  По късно тези 
ефекти бяха добавени за обяснение на относителната устойчивост на филамента [40-
42] в нелинейния фокус. Основният модел [11, 23, 24] на филаментация обикновенно 
се базира на система от скаларни пространствено-времеви нелинейни параксиални 
уравнения, в които са добавени цитираните по-горе нелинейни ефекти и показва добро 
съвпадение с експериментите за динамиката на импулсите в нелинейния фокус. При 
изследване в далечната зона на разстояния по-големи от 10-15 метра от източника, 
ефектите на Кер от по-висок порядък и плазмата продължават да бъдат изследвани 
като съществени за баланса между самофокусировка и плазмена дефокусировка, което 
да води  получаване на устойчив импулс във въздух и газови среди. Базовите модели 
[11, 23, 24] обаче, извън нелинейния фокус, не описват адекватно устойчивото 
разпространение на филамента на големи разстояния. Съществуват и експериментални 
факти, които подсказват, че горното обяснение на физическия механизъм за 
устойчивост чрез плазма и ефекти на Кер от по-висок порядък за филаментация не е 
приложимо за далечната зона (разтояние по голямо от няколко метра след нелинейния 
фокус). В редица експерименти [43-44] е показано, че плътността на плазмата на 
големи разстояния от източника е незначителна, дори отсъства. Обикновено на големи 
разстояния се запазват следните основни характеристики: широк спектър, кохерентна 
GHz генерация, докато интензитетът в ядрото на филамента пада до стойности от 
порядъка на 21211 /1010 cmWI −≈ . Както добре е известно при такива интензитети 
няма плазма, а ефектите на Кер от по-висок порядък са незначителни. Реализирани са и 
редица експерименти, в които е наблюдаван устойчив филамент без йонизация на 
средата [43-48]. Възниква основният въпрос: След като няма плазма и ефектите на Кер 
от по-висок порядък са незначителни, какъв физичен механизъм противодейства на 
самофокусировката и води до устойчиво разпространение? Освен това, съществуват и 
трудности с физическото тълкуване на кохерентната GHz радиация, получена в 
резултат на плазмена генерация. Дори когато плазмата е значителна – в нелинейния 
фокус, тя е нехомогенна, а нехомогенната плазма не може да излъчва кохерентен 
сигнал. Тук ще дадем седем основни характеристики на устойчивия филамент в 
далечната зона, получени и потвърдени многократно в експериментите: 

1. Свръхширок спектър. 
2. Мощност, малко над критичната за самофокусировка, което обикновенно 
съответства на интензитет от порядъка на 21211 /1010 cmWI −≈ . 
3. Липса на плазма на дълги разстояния. 
4. Асиметричен надлъжен Лоренцов спектрален и времеви профил. 
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5. Слаба самокомпресия и разпространение на значителни разстояния без 
изменение на петното на филамента. 
6. Кохерентна GHz-ва генерация. 
7. Периодично въртене на плоскостта на поляризация- последователно от линейна 
в елиптична и кръгова и обратно [26].  

Наскоро в [22, 25] ние разработихме непараксиален нелинеен скаларен модел, без да се 
отчитат плазмени ефекти и ефекти на Кер от по-висок порядък. Аналитичните и 
числени резултати описват добре линейното и нелинейно разпространение, както на 
спектрално-широки, така и на спектрално-тесни лазерни импулси. Освен това е 
получено, че съответното нелинейно непараксиално уравнение притежава солитонно 
решение с Лоренцов профил (виж §7.3). Този модел описва добре първите пет от 
предложените по-горе характеристики на филамента и получения аналитичен израз за 
Лоренцов солитон е относително устойчив в приближение, което пренебрегва GHz- те 
осцилации. Въпреки това тази теория среща и значителни трудности. Основните 
проблеми са: 

1. Неустойчивост в максимума на солитонното решение при малки начални  
     пертурбации при числено моделиране. 
2. Солитонното решение е получено след пренебрегване на GHz-та генерация.  
3. В солитонното решение има един свободен параметър. 
4. Проблеми със закона за запазване на нелинейния оператор, когато GHz-та  
     генерация  не е пренебрегната. 

За решаването на тези проблеми, в тази глава ние обобщихме нелинейната скаларна 
теория от Глава 7 до нелинеен векторен модел (ситемата (8.4.3)). В рамките на този 
модел проблемът със закона за запазване е решен в § 8.4. Тук ще решим задачата 
аналитично и ще получим точно решение, в което последните две характеристики на 
филамента намират своето естествено обяснение. 

Обобщената нелинейна поляризация (8.4.1) приема съвсем проста форма при запис 
на компонентите на полето с лява и дясна кръгова поляризация [1, 21] 
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Обобщената нелинейна поляризация (8.4.1) в термини на кръгови компонени e  
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където 
2

yix rr
r ±

=±σ  са единични вектори на кръговата поляризация. Базовата система  

амплитудни уравнения (8.4.3) в термини на компоненти с кръгова поляризация приема 
вида: 
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В процеса на извода на системата (8.6.4) е взет под внимание изводът от предишната 
глава, че двете полета с кръгова поляризация са комплексно спрегнати . Ще изследваме 
случая, когато мощността на полето е малко над критичната за самофокусировка.  
Параметърът 1"2

0 <<= kvk grβ  е пренебрежимо малък за въздух и по тази причина 

системата (8.6.4) може да бъде записана във вида  
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Нелинейната система (8.6.5) има 13 +D  солитонно решение с Лоренцова форма и 
асиметричен zkΔ  спектър [49] 
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където 0kkz =Δ ; ( )2
0

2
02

0
4

krnA = , 

    ( ) ( ) 0
2222 //~ rviktvikzyxr cepcep +−+++=   и    grcepcep vk /ω= .                        (8.6.7) 

Решението за вектора на електричното поле се получава след умножаване на 
решенията (8.6.6) с  основната фаза (8.4.5)-(8.4.5).  
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Решението, (8.6.8) записано в декартови координати има вида: 
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Една по-подробна картина на разпространението в далечна зона демонстрира слаба 
самокомпресия на импулса. От решението (8.6.9) директно се вижда, че векторът на 
електричното поле се върти в равнината ( )yx,  и честотата на въртене е точно равна на  
ООЧ tvvk grphcep )(0 −=ω . В стандартна атмосфера това въртене на вектора е с период 

cmcep 26,1 −≈λ . Друга важна характеристика на решението (8.6.9) е, че то е върху 

(3D+1) мерното комплексно пространство на Минковски и проекцията на реалната му 
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динамика в 3D пространство е по-близо до слаба Rogue вълна със слаба самокомпресия 
по посоката на разпространение.  
Заключение на глава VIII .  В тази глава са изложени част от основните резултати на 
автора на дисертацията. В §8.2, на базата на предложения от автора непараксиален 
векторен нелинеен модел на филаментация без йонизация, е изследвано нелинейното 
взаимодействие между лазерни импулси и обмена на енергия при пресичащи се под 
малък ъгъл филаменти. Получени са резултати по обмен на енергия между 
филаментите чрез четирифотонни процеси при неколинеарно и колинеарно 
взаимодействие. Резултатите са публикувани в [6] и са сравнени количествено с 
експериментални данни, получени при експерименти във водещи лаборатории по 
филаментация. В §8.3, на базата на развитие на по-стари разработки на автора [18,19], в 
[20] е предложен нелинеен механизъм, чрез който е показано, че процесите на 
сливания и редукцията на броя на филаментите се дължи на съвместното влияние на 
четири-фотонни процеси и на крос-модулация. Анализът е направен чрез метода на 
моментите, и са изведени аналитични формули за ускорението на центровете на 
тежестта на оптични импулси и влиянието на крос-модулацията върху тяхното 
относително движение. В §8.5 на базата на алгоритми, изследвани в [27, 28] и на 
собствени оригинални аналитични решения, е представена числената схема за 
решаване на нелинейната векторна система от амплитудни уравнения, която е 
съвместна разработка на Л. Ковачев и д-р Д. Георгиева. В параграф §8.6, в рамките на 
предложения от автора нелинеен векторен модел, е решена аналитично и задачата за 
устойчиво разпространение на единичен филамент в далечната зона. Получено е точно 
аналитично решение на векторен солитон с Лоренцов профил [49]. 
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Глава IX  Вихрови решения на векторни нелинейни амплитудни уравнения в UV-
вия диапазон и в нелинеен вакуум 
§ 9.1 Вихрови решения на векторни линейни и нелинейни амплитудни уравнения 
в UV-вия диапазон 
Както видяхме от размерния анализ на скаларното амплитудно уравнение в Параграф § 
2.4, в зависимост от дисперсионния параметър β  и продължителността на импулса 0t ( 
нано, пико  или фемтосекунден) съществено се променя вида на линейния и нелинеен 
диференциални оператори. Това води до различен тип приближени уравнения. В този 
параграф по-подробно ще изследваме някои приближения на векторните амплитудни 
уравнения и ще се опитаме да намерим аналитични вихрови решения за тях.  

http://dx.doi.org/10.1063/1.4902271


53 
 

В UV област за среди с висока плътност като течности и диелектрици дисперсията 
"k се увеличава значително и може да достигне стойностите cmsk /10" 22524−≈ . 

Вълновото число за основната дължина на вълната в този диапазон е в рамките на 
165

0 10 −−≈ cmk . В тази област на спектъра може да се достигне до изравняване на 

дисперсионната и дифракционни дължини, 1≈
disp

dif
z

z
. Това съответства на 

стойности на безразмерния параметър 22
1 δδβ ≈=

disp

dif
z

z . Отношението на началния 

напречен размер на импулса към надлъжния 2
0

2
2

z
r⊥=δ  за пикосекундни импулси може 

да достигне стойности от порядъка на 12 101 −−≈δ и поради тази причина 
дисперсионният параметър не може да бъде пренебрегнат. От друга страна, GHz-вият 
член в нелинейната поляризация не е съществен за пикосекундни импулси в твърди 
тела, така че нормираната нелинейната система от амплитудни уравнения за две 
ортогонални векторни полета ( )0,, yx AAA =

r
в координатна система бягащо време 

(изроденото четирифотонно смесване е изключено) приема вида  
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където безразмерните параметри са дефинирани в Параграф § 2.4. С други думи, за 
разпространение на пикосекундни импулси в твърди тела ние все още се намираме в 
рамките на параксиалната пространствено-времева оптика, като влиянието на 
дисперсията е съществено. В случай на оптични вълни с много малка интензивност 

1<<γ  и нелинейния член се пренебрегва. В резултат се получава линейната версия на 
уравнение  (9.1.1): 
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Ще изследваме сума от две ортогонални векторни полета, линейно поляризирани в 
напречната равнина ),( yx - ( )0,, yx AAA =

r
. В този случай векторното уравнение (9.1.1) 

се трансформира до следната нелинейна система от скаларни уравнения с нелинейна 
поляризация от Манаков тип,  
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Експерименти с ортогонално поляризирани векторни полета, за получаване на еднакви 
коефициенти пред самовъздействието и крос-модулацията, бяха проведени за 
верификация на взаимодействие на едномерни пространствени солитони  в [1]. Тук ще 
изследваме пространствено-времевата задача при същия тип нелинейна поляризация. 
където 2

1 βδβ = . В линейния случай, тъй като компонентите са разделени, системата 
(9.1.3) се свежда само до едно скаларно уравнение с произволна поляризация  
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Най-напред ще търсим вихрови решения на линейното уравнение (9.1.5), като за тази 
цел ще го запишем в цилиндрични координати  
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където 22 yxr += и )/arctan( yx=θ . Линейното уравнение (9.1.6) притежава безкраен 
брой от аналитични решения от вида: 

                              ( ) ( )[ ] ( )[ ]tzinnraA n
ni

2
1 2expsincos αδβθθ −−+= − ,                  (9.1.7) 

където ∞= ....2,1n . Решенията (9.1.7), представляват вихрови структури в равнината 

),( yx  и периодична вълна с модулационна честота 22αδ=Ω с модулационен вълнов 
вектор 1β=K . Съществуването на такъв тип решения за монохроматична вълна в 
рамките на двумерното скаларното уравнение на Леонтович е представено за първи 
път от Nye и Berry [2]. Решенията притежават амплитудни и фазови сингулярности. От 
друга страна е известно, че за тези решения при 1=n интегралът на енергия е безкраен 
(интегралът има логаритмична разходимост). Един елегантен начин да се премахнат 
амплитудните сингулярности при 1=n  е чрез „обличането” на сингулярното решение 
с помощта на Гаусов импулс. Това е предложено за първи път в [3].  Да потърсим 
отново вихрови решения, но сега за по-интересния случай за нелинейната система 
(9.1.3). За тази цел записваме (9.1.3) в цилиндрични координати 

                    
( )

( ) 2
2

2
2

12
2

2
1

2
2

2

22
2

2
222

1
2

2
2

12
1

2
1

2
1

2

22
1

2
12

2
11

2
1

2
11

2
1

AAA
t
AA

rr
A

r
A

rz
Ai

AAA
t
AA

rr
A

r
A

rz
Ai

++
∂
∂

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

++
∂
∂

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

γβ
θ

αδ

γβ
θ

αδ
      (9.1.8) 

Нелинейната система уравнения притежава друг клас точни аналитични решения от 
вида 
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Един важен резултат, получен от анализа на решението (9.1.9) е, че то се получава като 
баланс не само между дифракция и нелинейност, но най-вече от баланса между 
нелинейност и ъглово разпределение. Важно е да се отбележи, че за всички аналитични 
вихрови решения, получени от нас е необходимо до се приложи „метода на 
обличането” с Гаусов импулс, тъй като (както и за добре известните решения на 
скаларното уравнение) те имат безкрайна енергия. 
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§ 9.2 Вихрови решения на векторни нелинейни амплитудни уравнения в студена 
плазма. 
Плътността на плазмата е от съществено значение за наблюдаване на различни 
нелинейни ефекти [4]. Например, при многофотонна йонизация с интензитет на 
лазерното излъчване от порядъка на 21614 /1010 cmWI −≈ се наблюдава йонизационно-
индуцирана дефокусировка [5, 6, 7] 
Физичните принципи на този модел се основават на предположението, че фронтът на 
импулса ще създаде плазмен стълб, като останалата част на импулса ще взаимодейства 
с него. Друго предположение е, че когато интензитетът на един лазерен импулс 
доближава стойностите за йонизация на газова среда, средата в центъра на импулса ще 
бъде йонизирана повече, отколкото в края на импулса, където интензитетът му е по-
малък. Това поражда градиент на плътността на плазмата по отношение на центъра на 
импулса. По този начин, показателят на пречупване на плазмата ще зависи от 
пространствената радиална променлива 
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където с ),( trne е означена локалната електронна плътност, а 2
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c π
ω

=  е 

критичната електронна плътност, свързана с Ленгмюровата честота. В случай на 
генерация на повече електрони в центъра на импулса, показателят на пречупване там 
ще има минимум. По този начин се формира дефокусираща леща.  
Важно е да се подчертае, че в базовите модели на филаментация  като основен физичен 
ефект, който да спре Керовската самофокусировка е избрана плазмената 
дефокусировка. Както бе отбелязано в ГлаваVIII, в значителен брой експерименти е 
показано, че устойчивият филамент съществува и без наличието на плазма. Това бе 
една от причините за създаването от нас на Ionization-free filamentation model. 

В този параграф по-подробно ще изледваме разпространение на лазерен импулс 
в хомогенна напълно йонизирана среда и ефекта на релативистична самофокусировка, 
предсказан за първи път от Литвак [8] и е изследван подробно в [9, 10, 11].  
За наблюдение на този ефект е необходима плазма с плътност от порядъка на 

31917 1010 −−≅ cmN  и лазерен импулс с мощност от порядъка на TW102 − . Това са 
типични стойности на плазма, която се използва в генератори за ядрен синтез. 
Изледванията в [8-10] са извършвани в рамките на параксиалната нелинейна оптика. 
Тук ще направим едно по-подробно описание, като изследваме  едно векторно 
непараксиално обобщение на модела. Ще запишем векторното непараксиално 
амплитудно уравнение за релативистка плазма с Керовски тип нелинейност в 
Галилеева координатна система tvzztt gr−== ; . 
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ωLn = е нелинеен коефициент, свързан с релативистични ефекти [11]. 
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Забелязваме, че когато в среда с отрицателна дисперсия добре известният 
дисперсионен параметър е 1"2

0 −== kvk grβ , непараксиалната част е нула, а 

производните по пространствените променливи се превръщат в тримерен Лапласиан, 
т.е. 
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Така че, за среди с 1−≅β  непараксиалното векторно уравнение (9.2.2) се редуцира до 
векторното 3D+1 векторно нелинейно уравнение на Шрьодингер (9.2.3) 
 
9.3 Вихрови решения на (ВНУШ) (9.2.3) в сферични координати с орбитален 
момент  1=l  [13, 14]. 
Да запишем (ВНУШ) (9.2.3) в сферична координатна система, движеща се с груповата 
скорост  
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където 222 zyxr ++= и )/arctan( yx=θ  и )/arccos( rz=ϕ . Нелинейната система  
(9.3.1) ще бъде решена чрез използване на метода на разделяна на променливите. Ще 
търсим  осцилиращи решения от вида  

( )tirBtrAi Ω= exp),,(),,,( ϕθϕθ . 
Представяме компонентите на системата (9.3.2) като произведение на радиална и 
ъглови части 

                                     ),()(),,( ϕθϕθ ii YrRrB =  ,                                  (9.3.2) 
Налагаме допълнително ограничение на ъгловата част 

                                       constYY =+ 2
2

2
1 ),(),( ϕθϕθ                              (9.3.3) 

По този начин се получават следните уравнения за радиалната и ъглова части 
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От уравнения (9.3.4) и(9.3.5) се вижда, че нелинейността остава само в радиалната 
част, докато за ъгловата имаме линейна задача за собствени стойности. Връщайки се 
към условието (9.3.3) виждаме, че за двукомпонентни полета единствената възможност 
са решения на ъгловата част с орбитален момент 1=l  

                                         ( )ϕθ iY expsin1 = ; θcos2 =Y                                     (9.3.6) 
Тук е важно да отбележим, че условието (9.3.3) всъщност е условие за пълнота на 

ъгловата част на диференциалния оператор (9.3.5) niY
i

i ...112
==∑  за произволен 

брой компоненти на полето niAi ..1=→ . Така че, за многокомпонентно поле е 
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възможно да се получат и решения с по-висока стойност на орбиталния момент n=l , 
както и суперпозиция на орбитални моменти с различни стойности. 
За радиалната част (9.3.4) веднага може да се покаже, че притежава частни решения от 
вида 

( )
r

rR
r

riR )sin(2;exp2 αα
== , 

при .1=γ  По този начин ние намерихме частно вихрово решение  на (ВНУШ) (9.3.2) в 
сферична координатна система от вида  

                           )exp(sin)sin(2 ϕθα i
r

rAx = ;     θα cos)sin(2
r

rAy =              (9.3.7)  

Интегралите за енергията на локализираните решения (9.3.7) са изчислени на базата на 
изразите за линейната и нелинейна плътности на енергията, представени съответно в 
[15] и [16]. Показано е, че за определени спектрални области и плътност на плазмата е 
възможен режим с нулев принос на линейната плътност на енергията, докато 
нелинейната част дава интеграл с крайна енергия.  
 
§ 9.4. Разпространение на оптични импулси в нелинеен вакуум 
Както видяхме в § 4.1, решенията на линейното вълново уравнение и съответното 
амплитудно уравнение, описващо разпространението на лазерни импулси в среда с 
дисперсия, описват разпространението на локализирани вълни, които на крайно 
разстояние се разширяват и амплитудата им намалява значително. Този анализ показва, 
че задачата за намиране на устойчиви локализирани решения не е възможна за 
решаване в рамките на една линейна теория. Тази задача е решена успешно в рамките 
на едномерни нелинейни модели (нелинейно уравнение на Шрьодингер и системи 
нелинейни уравнения на Шрьодингер, уравнението на Кортевег де-Фриз [17] и т.н.) и 
двумерни нелинейни модели (уравнение на Кадомцев-Петриашвили [18]). За тези 
нелинейни математични модели е създаден методът на обратната задача на 
разсейването за намирането на класове аналитични решения. От друга страна 
намирането на частни решения на 3D нелинейни диференциални уравнения, описващи 
разпространението на лазерни импулси в нелинеен режим, представлява значително 
математическо предизвикателство. Във водещите лаборатории по лазерен термоядрен 
синтез са изградени мощни лазерни установки, които могат да генерират оптични 
импулси с интензитет от порядъка на ./10 222 cmW  В същото време, критичната 
мощност за наблюдаване на ефекти на самовъздействие в резултат на виртуални 
електрон-позитронни двойки във вакуум е от порядъка на 

,104.45.28/ 24
20

2 WnnPcr ×÷== λ  пресметната за дължина на вълната mμ1  [19, 20, 

21]. Следователно, за лазерен импулс с полуширина mmr 1=⊥  съответният интензитет 

във вакуум е от порядъка на 2/ ⊥= rPI cr
vac
cr   

226 /104.45.2 cmW×÷= , което е малко над обхвата на новите високо-мощни лазери. 
Нелинейната добавка към показателя на пречупване във вакуум зависи също и от 
магнитното поле. Поради това могат да се очакват нови нелинейни ефекти. Биха могли 
да се наблюдават не само ефекти на самовъздействие, но също така двойно 
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лъчепречупване във вакуум [22, 23, 24], различни типове четири-вълнови 
взаимодействия [25, 26, 27] и генерация на хармонични от по-висок ред [28]. В този 
параграф обект на изследване са ефекти на самовъздействие за интензитети от 
порядъка на .vac

crI  
Нашата цел е да изследваме разпространението на лазерни импулси в нелинеен 

вакуум и да намерим аналитични решения със собствен ъглов момент. През 1935 
Ойлер, Хайзенберг и Коскел [29, 30] решават задачата за нелинеен електромагнитен 
вакуум, породена от нелинейната поляризация на електрон-позитронни двойки. Те 
получават следния диелектричния тензор, зависещ от характеристиките на полето 
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където компонентите на електричното поле iE  и на магнитното поле iB  са комплексни 

величини. Членът 0≡ki BB  в случая, когато изследваме локализирана електромаг-

нитна вълна с една магнитна компонента lB е нула и  диелектричният отклик, 
съответстващ на такъв оптичен импулс, е  
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От израза (9.4.2) се вижда, че за електромагнитна вълна с една магнитна компонента, 
нелинейната поляризация на вакуума (9.4.1) в теорията на Ойлер-Хайзенберг е 
еквивалентна на нелинейния член в теорията на Борн-Инфелд [31]. В случая когато 
изследваме лазерни импулси с широк спектър ( ),0kkz ≅Δ  системата от амплитудни 
уравнения в нелинеен вакуум има вида 
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90
7

74

42
0

cm
ek

π
γ h
=  Компонентите на електрично- 

то и магнитното поле могат да бъдат представени като векторна сума от кръгови и 
линейни компоненти 
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Следователно, векторната система (9.4.3) се трансформира в следната система от 
скаларни уравнения 
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Нека да параметризираме 13 +D  пространство-времето на Минковски 
посредством псевдо-сферични координати ( )ϕθτ ,,,r  [32] 
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==

,  (9.4.6) 

където .22222 tczyxr −++=  
Системата уравнения (9.4.5) в псевдо-сферични координати се записва като 
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Ще търсим решението на системата уравнения (9.4.8) посредством метода на 
разделяне на променливите 

( ) ( ) ),,()()(,,,),,()()(,,, ϕθτϕθτϕθτϕθτ llliii YTrRrBYTrRrE ==  (9.4.9) 
където czi ,= . Наложено е допълнително ограничително условие върху ъгловата и 
времевата части 

.),(),(),( 222222 constYTYTYT llcczz =−+ ϕθϕθϕθ  (9.4.10) 

Условие (9.4.10) служи за разделяне на променливите. По този начин нелинейните 
членове участват само в радиалните части на уравненията, които удовлетворяват 
уравнението 

,03 2
22

2

=+−
∂
∂

+
∂
∂ RRR

r
C

r
R

r
R

r
i γ    (9.4.11) 

където ,,,, lcziCi =  са константи на разделяне. Ще търсим решения, които са с по-
силно изразена локализация в сравнение със скаларното солитонно решение (7.3.2) 

( ),lnsec
r

rhR
α

=     (9.4.12) 

където γα ,  и константите ,,,, lcziCi =  удовлетворяват отношенията 

.2,1 22 γαα ==− iC        (9.4.13) 

Уравненията за функциите ( ) ,,,, lcziTi =τ  са линейни 
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( ) ,0coshcoshsinh2cosh 2
2

2
2 =−++ iii

ii TCD
d
dT

d
Td τ

τ
ττ

τ
τ   (9.4.14) 

където iD  са други константи на разделяне, свързани с ъгловата част на оператора на 

Лаплас ( ).,ϕθiY  Получаваме следните единствени решения на (9.4.14), които 
удовлетворяват ограничителното условие (9.4.10) 

τττ sinh,cosh,cosh === lcz TTT    (9.4.15) 

със стойности на константите на разделяне: за електричната част ,3== cz CC  

2== cz DD  и за магнитната част .0,3 == ll DC  Следователно магнитната част на 

системата уравнения (9.4.8) не зависи от ъгловите компоненти, т.е. ( ) .0, =ϕθlY  За 

електричната част ( ) ( )ϕθϕθ ,,, cz YY  получаваме системата линейни уравнения 

,2, −=
Δ

i

i

Y
Yϕθ     (9.4.16) 

където .,czi =  Решенията на (9.4.16), които удовлетворяват ограничителното условие 
(9.4.10), са 

( ).expsin,cos ϕθθ iTY cz ==    (9.4.17) 

От отношенията (9.4.13) между константите на разделяне iC  и реалните числа α  и γ  
получаваме 

.8,2,42 =±== γαα    (9.4.18) 
Като краен резултат получаваме точното решение на системата нелинейни уравнения 
(9.4.8), която описва разпространението на електромагнитна вълна в нелинеен вакуум  
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Това решение, записано в декартови координати, има вида 
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   (9.4.20) 

където .22222 tczyxr −++=  Не е трудно да се покаже, че аналитичното решение 
(9.4.20) на системата уравнения (9.4.5) е с крайна енергия и притежава ъглов момент 

1=l  за електричното поле. Решението (9.4.20) представлява нелинейна сферична 

ударна вълна. Профилът на интензитета ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −=

22
BEI
rr

 на решение (9.4.20) в 

декартови координати се записва по следния начин 
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( )
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1
4),,,( 222222

22222

+−++

−++
=

tczyx
tczyxtzyxI  (9.4.21) 

За сравнение на Фиг. 25 е представена еволюцията на профила I на интензитета на 
сферично-симетричното аналитично решение 
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на линейното скаларно вълново уравнение  

,1
2

2

2 t
E

c
E

∂
∂

=Δ     (9.4.23) 

Използвана е нормирана скала ,1,10 == cr  и стойности на еволюционната променлива 
0=t  и .10=t  В линейния случай началната локализирана амплитудна функция 

намалява с генерирането на външни и вътрешни фронтове на вълната, а плътността на 
енергията се разпределя по цялото пространство за крайно време. Еволюцията на 
профила I на интензитета (9.4.21) за нелинейната вълна е представена на Фиг. 26 за 

0=t  и .10=t  От графиките ясно се вижда, че решението (9.4.21) описва нелинейна 
сферична ударна вълна във вакуум. Разпространението на ударната вълна се различава 
от това на линейната вълна. За линейното решение (9.4.22), с отдалечаване от 
източника амплитудата  намалява значително, докато ударната вълна (9.4.21) запазва 
амплитудния си максимум и се самокомпресира по посока на променливата r.  

      
    а)     б) 
Фиг. 25 Времевата еволюция на профила I на интензитета на сферично-
симетричното решение (9.4.22) на линейното вълново уравнение  (9.4.23) ( ).1,10 == cr  

Началната ( )0=t  локализирана амплитудна функция ( )аФиг 25.  намалява с 
генерирането на вътрешни и външни фронтове на вълната  ( ),25. бФиг  а плътността 
на енергията се разпределя по цялото пространство за крайно време ( ).10=t  

     
    а)     б) 
Фиг. 26 Времевата еволюция на профила I  (9.4.21) на интензитета на решението  
(9.4.20) във вакуум на Ойлер ( )1=c  за 0=t  и 10=t  съответно. Нелинейната вълна 
има различна еволюция в сравнение с линейната вълна: ударната вълна запазва 
амплитудния си максимум и се самокомпресира по посока на променливата r. 
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В заключение на § 4.2 ще отбележим, че векторните вълнови уравнения в нелинеен 
вакуум (9.4.3) са решени с помощта на метода на разделяне на променливите в псевдо-
сферична координатна система. Полученото точно решение  (9.4.20) представя 
сферична ударна вълна със собствен орбитален момент 1=l  за електричното поле. 
Такава вълна с висок интензитет може да се генерира не само от лазерни източници, но 
също така може да бъде резултат и от ядрена реакция, в началото на която се 
наблюдава нелинейна поляризация на виртуални електрон-позитронни двойки. Ако 
направим сравнение между нелинейната ударна вълна и сферично-симетрично 
решение на линейното вълново уравнение, разликата в еволюцията на двете вълни 
става явна. Сферично-симетричното решение формира вътрешни и външни фронтове 
на вълната и амплитудата значително намалява, докато ударна вълна запазва 
амплитудния си максимум и се самокомпресира по посока на променливата r. 
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Основни приноси на дисертационния труд са 

1. Намерен е нов клас аналитични решения с крайна енергия на непараксиалното 
линейно амплитудно уравнение и на линейното вълновото уравнение чрез 
използване на анзаца на Курант-Хилберт. По този начин линейното вълново 
уравнение се редуцира до дифракционно уравнение за амплитудната функция 
от псевдо-параболичен тип, което позволява поставянето на коректна начална 
задача. Поради факта, че за решаването на тези уравнения не използваме 
приближения, в зависимост от характеристиките на импулса, решенията 
описват и двата вида поведение на импулсите, характерни за приближенията в 
оптиката- Френелово и на Фраунхофер. Аналитичните и числени решения 
описват Френелов тип поведение, когато импулсите са спектрално-тесни и 
Фраунхоферов тип (полусферична деформация), когато са спектрално широки. 
Аналитичните резултати, както и числените експерименти демонстрират 
следната основна закономерност: непараксиалната полусферична 
(Фраунхоферов тип) дифракция, с увеличаване на броя на циклите под 
амплитудата (със стесняване на спектъра на импулса), се премества в 
далечната зона по отношение на източника.   

2. В рамките на параксиалната пространсвено-времева нелинейна оптика са 
получени условия за максимална компресия на фемтосекундни лазерни импулси 
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във въздух и топен кварц. За целта е предложена подходяща комбинация от 
оптични елементи (лещи и дифракционни решетки) и характеристики на 
средата.  

3. Предложен е нов нелинеен механизъм за обяснение на механизма на генерация 
на кохерентно (гигахерцово във въздух и терахерцово в твърди тела) излъчване 
от единичен филамент.  

4. Получено е аналитично решение от солитонен тип на системата нелинейни 
еволюционни уравнения, описващо стабилното поведение на оптичния 
филамент в далечната зона. Решението има Лоренцов профил, съответстващ на 
експерименталния профил на единичен филамент в далечната зона.  

5. Предложен е нов механизъм за обяснение на феномена на обмен на енергия 
между пресичащи се под малък ъгъл филаменти, базиран на изродени четири-
фотонни параметрични процеси. Численото изследване на предложения тук 
непараксиален векторен модел потвърждава експерименталните резултати на 
периодичен енергообмен в областта на препокриване на двата импулса. Също 
така се потвърждават наблюдаваните в експериментите зависимости на 
началния трансфер на енергия от относителната напречна скорост (ъгъл на 
пресичане), интензитета на лазера и началната фазова разлика (разстоянието а). 
Изследвано е влиянието на изродените четири-фотонни параметрични процеси 
при мулти-филаментното разпространение. Известен експериментален факт е, 
че броят на филаментите, притежаващи мощност близка до crP , намалява при 
увеличаване на разстоянието от лазерния източник. Резултатът от колинеарното 
взаимодействие е, че единият импулс се усилва, докато енергията на другия 
намалява, той навлиза в линеен режим и дифрактира. Представеният модел 
показва, че изродените четири-фотонни вълнови процеси са естествено 
обяснение на ефекта на редуциране на броя на филаментите, когато мощността 
е близка до crP .  

6. Предложен е нелинеен механизъм за обяснение на процесите на сливане и 
обмен на енергия между колинеарни филаменти, на базата на влиянието на 
крос-модулацията и изродените четирифотонни процеси. Получените резултати 
съответстват на експерименталните, получени при същите параметри на 
оптичните импулси с мощности малко над критичната за самофокусировка. 
Чрез метода на моментите са получени аналитични изрази за ускорението на 
центъра на тежеста на импулсите при тяхното взаимодействие. 

7. Нелинейната поляризация на вакуума от тип Ойлер-Хайзенберг е редуцирана до 
нелинейна поляризация от тип Борн-Инфелд в случай на електромагнитно поле 
с една магнитна компонента. Получените векторни вълнови уравнения в 
нелинеен вакуум са решени с помощта на метода на разделяне на променливите 
в псевдо-сферична координатна система. Полученото точно решение представя 
сферична ударна вълна със собствен орбитален момент 1=l  за електричното 
поле. Докато  сферично-симетричните решения на линейното вълново 
уравнение формират вътрешни и външни фронтове на вълната и амплитудата 
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им значително намалява, то ударната вълна запазва амплитудния си максимум и 
се самокомпресира по посока на променливата r. 
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Doctor of Sciences Thesis: Nonlinear femtosecond optics 
Basic results and contributions of the Thesis 

1. New class of analytical solutions with finite energy of the nonparaxial linear amplitude equation 
and the linear wave equation are obtained. We use the Courant-Hilbert anzats to transform the linear 
wave equation in equation of amplitude function. Depending of the initial pulse characteristics, the 
solutions describe both types of the assymptotic approximations in the optics- Fresnel and Fraunhofer. 
Analytical and numerical solutions describe Fresnel behavior when the pulses are spectrally narrow 
and the Fraunhofer type (semi-spherical difraction) when the pulses are broadband. 

 
2. In the frame of the paraxial spatio-temporal nonlinear optics conditions for maximum 

compression of femtosecond laser pulses in air and fuced silica are obtained. For this purpose, it is 
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proposed a suitable combination of optical elements (lenses and diffraction gratings) and the 
characteristics of the medium. 

 
3. A nonlinear mechanism is found for explanation the generation of coherent (GHz in air and 

terahertz in solids) radiation from a single filament. 
4. Analytical solitary type solution of the system nonlinear evolution equations describing the stable 

behavior of the optical filament in the far-away zone is found. The solution has Lorentz profile and 
corresponding to the experimental profile of a single filament. 

 
   5. Nonparaxial vector model is developed to describe the resent experimental results of energy 
exchange between two non-collinear filaments with equal carrying frequency crossing at small angle. 
The filaments propagate in air with power close to Pcr. New mechanism on the base of degenerate 
four-photon parametric (DFPP) processes is proposed. The numerical investigations confirm the 
experimental results of periodical energy exchange in the region of overlapping of the two pulses. We 
obtain also the observed in the experiments dependence of the initial energy transfer on the relative 
transverse velocity (crossing angle), intensity and initial phase difference (distance a). The influence 
of DFPP processes during the multi-filamental propagation is also investigated. Important 
experimental effect is that the number of filaments with power around Pcr decreases gradually with 
propagation distance. The result from the collinear interaction is that one of the pulses is amplified, 
while the other one decreases in energy, enters in linear mode and vanishes. The presented model 
shows that the DFPP processes are a natural explanation of the reducing of number of the filaments 
with power close to Pcr. 
 

6. Proposed is a non-linear mechanism to explain the process of fusion and energy exchange 
between the collinear filaments, based on the effect of cross-phase modulation and degenerate four-
photon processes. The theoretical results are compared with the experimental, obtained under the 
same parameters of optical pulses. By using the method of moments analytical expressions for the 
acceleration of the center of weight of the pulses in their interaction are derived. 

 
7. Non-linear polarization of the vacuum, predicted from Euler-Heisenberg was reduced to a non-

linear polarization Born-Infeld type in the case of electromagnetic field with a magnetic component. 
The corresponding vector system of wave equations in nonlinear vacuum is solved by the method of 
separation of variables in the pseudo-spherical coordinate system. The obtained solution represents 
spherical shock wave with its own orbital momentum. While spherically-symmetric solutions of 
linear wave equation form the internal and external fronts and wave amplitude is significantly reduced, 
the shock wave amplitude retains its maximum and selfcompres in the direction of the variable r. 
 


